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ABSTRACT 

In this paper, the non-convex vector optimization problem was considered 

and discussed the properties of its weakly efficient solution set. Firstly, 

some concepts about generalized convexities of vector valued mappings 

were provided and studied their relationships. Next, based on the Hiriart-

Urruty oriented distance function, a new nonlinear scalar function for the 

underlying problem was presented and investigated its pseudo 

semicontinuous property. Finally, these concepts and properties of the 

Hiriart-Urruty oriented distance function were used to formulate 

sufficient conditions for the existence and the connectedness of the weakly 

efficient solution set of the reference problem. 

TÓM TẮT 

Trong bài báo này, bài toán tối ưu vector không lồi được xem xét và thảo 

luận các tính chất của tập nghiệm hữu hiệu yếu đối với bài toán này. Trước 

hết, một số khái niệm về tính lồi tổng quát của ánh xạ giá trị vector được 

đưa ra và nghiên cứu các mối quan hệ của chúng. Tiếp đó, dựa trên hàm 

khoảng cách định hướng theo nghĩa Hiriart-Urruty, một hàm vô hướng 

phi tuyến mới cho bài toán đang xét được giới thiệu và nghiên cứu tính 

giả nửa liên tục của nó. Cuối cùng, các khái niệm và tính chất của hàm 

khoảng cách định hướng Hiriart-Urruty được sử dụng để thiết lập các 

điều kiện đủ cho sự tồn tại và tính liên thông của tập nghiệm hữu hiệu yếu 

của bài toán trên. 

1. GIỚI THIỆU 

Trong tối ưu hóa, việc nghiên cứu các tính chất 

tôpô của tập nghiệm như tính khác rỗng, tính 

compact, tính lồi,… là chủ đề được rất nhiều người 

quan tâm và có ý nghĩa quan trọng trong việc xem 

xét các mô hình tối ưu hai mức, tức là bài toán tối 

ưu với ràng buộc là tập nghiệm của một bài toán tối 

ưu khác (Bialas & Karwan, 1982; Farajzadeh, 

2015). Một trong những tính chất mong muốn đạt 

được đó là tính lồi của tập nghiệm vì khi đó bài toán 

tối ưu hai mức có thể nghiên cứu được dựa trên các 

kết quả của tối ưu lồi. Tuy nhiên, đối với bài toán tối 

ưu vector điều kiện lồi của tập nghiệm là khá chặt 

và trong nhiều trường hợp thì tính chất này khó đạt 

được, chính vì vậy mà việc nghiên cứu tính chất 

nghiệm của mô hình tối ưu vector không sử dụng 
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điều kiện lồi là chủ đề được rất nhiều nhà toán học 

quan tâm trong những năm gần đây (Ruíz-Canales 

& Rufían-Lizana, 1995; Flores-Bazán, 2004). 

Chính vì vậy, tính chất liên thông của tập nghiệm, 

một dạng giảm nhẹ của tính lồi, được nhiều người 

quan tâm, nghiên cứu trong thời gian gần đây (Han 

et al., 2019). Nói một cách tổng quát, điều kiện liên 

thông của tập nghiệm đảm bảo cho việc di chuyển 

liên tục từ một nghiệm hữu hiệu này sang một 

nghiệm hữu hiệu khác và do đó trong nhiều trường 

hợp tính chất này có thể sử dụng thay cho tính lồi 

đặc biệt là trong thuật giải. Vì vai trò quan trọng của 

chủ đề này nên nó đã được nghiên cứu rộng rãi cho 

nhiều lớp bài toán trong tối ưu hóa, chẳng hạn như 

bài toán cân bằng vector (Han & Huang, 2018; Xu 

& Zhang, 2018), bài toán bất đẳng thức biến phân 

vector (Cheng, 2001; Huong et al., 2017), bài toán 

tối ưu vector (Gong, 1994; Sun, 1996; Han & 

Huang, 2018; Han et al., 2019; Anh et al., 2022). 

Đối với lớp bài toán tối ưu vector (VOP), ta có 

thể liệt kê một cách không đầy đủ các công trình tiêu 

biểu khảo sát về chủ đề này. Một trong những tác 

giả được ghi nhận có công trình đầu tiên về chủ đề 

này đối với bài toán tối ưu  là Gong (1994). Tác giả 

đã sử dụng các giả thiết liên quan đến tính liên tục 

và tính lồi để nghiên cứu tính liên thông của tập 

không trội và tập nghiệm hữu hiệu cho các bài toán 

tối ưu đa mục tiêu. Sau đó, bằng cách giảm nhẹ giả 

thiết lồi thành tính tựa lồi chặt của hàm mục tiêu, 

Sun (1996) đã thiết lập các điều kiện đủ cho tính liên 

thông của tập nghiệm hữu hiệu bài toán đang xét. 

Các kết quả này sau đó đã được tổng quát và mở 

rộng cho lớp bài toán tối ưu vector trong không gian 

định chuẩn tổng quát bởi Han and Huang (2018) và 

Han et al. (2019). Một trong những giả thiết cốt lõi 

của các công trình vừa được đề cập đến chính là điều 

kiện lồi của tập ràng buộc. Theo nghĩa nào đó, giả 

thiết này có vẻ nặng hơn kết quả thu được của tập 

nghiệm, hơn nữa khi xem xét tính chất nghiệm của 

bài toán tối ưu hai mức giả thiết này dẫn đến điều 

kiện lồi của tập nghiệm bài toán tối ưu ràng buộc 

(bài toán tối ưu mức dưới). Do đó, một số công trình 

gần đây đã đề xuất các khái niệm lồi suy rộng dựa 

trên các tập liên thông và dùng chúng để thiết lập 

điều kiện liên thông của tập nghiệm cho lớp các mô 

hình tối ưu không lồi (Anh et al., 2022). Mục đích 

chính của bài toán này là sử dụng các điều kiện lồi 

giảm nhẹ của tính lồi để nghiên cứu tính chất liên 

thông cho bài toán tối ưu vector không lồi trong 

không gian định chuẩn tổng quát.  

Đóng góp chính của bài báo này là giới thiệu các 

tính chất quan trọng của hàm khoảng cách định 

hướng Hiriart-Urruty và đề xuất các điều kiện liên 

thông của tập nghiệm bài toán tối ưu vector mà 

không sử dụng đến các giả thiết liên quan đến tính 

đơn điệu, tính lồi của hàm mục tiêu và tập ràng buộc. 

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ   

Trong suốt bài báo, ngoại trừ một số trường hợp 

đặc biệt. Cho 𝕏, 𝕐 là hai không gian định chuẩn và 

𝒞 là một nón lồi, đóng, có đỉnh và đặc trong 𝕐. Với 

mỗi 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝕐, ta định nghĩa mối quan hệ sau: 

𝑦1 ≼𝒞 𝑦2 ⟺ 𝑦1 ∈ 𝑦2 − 𝒞. 

Trước hết, một số khái niệm cần thiết được nhắc 

lại cho các kết luận của bài báo này. 

Cho một tương ứng 𝐹: 𝕏 ⇉ 𝕐 được gọi là một 

ánh xạ đa trị hay ánh xạ giá trị tập nếu với mỗi   𝑥 ∈

𝕏 được cho tương ứng với một tập con duy nhất 

𝐹(𝑥) trong 𝕐. 

Định nghĩa 2.1. (Göpfert et al., 2003) Một ánh 

xạ đa trị 𝐹: 𝕏 ⇉ 𝕐 được gọi là 

(a) nửa liên tục trên (usc) tại 𝑥0 ∈ 𝕏 nếu với mọi 

lân cận 𝒱 của 𝐹(𝑥0) thì tồn tại lân cận 

𝒰 của 𝑥0 sao cho 𝐹(𝒰) ⊂ 𝒱; 

(b) nửa liên tục dưới (lsc) tại 𝑥0 ∈ 𝕏 nếu với mọi 

tập con mở 𝒱 trong 𝕐 với 𝐹(𝑥0) ∩ 𝒱 ≠ ∅ thì 

tồn tại lân cận 𝒰 của 𝑥0 sao cho  

𝐹(𝑥) ∩ 𝒱 ≠ ∅, ∀𝑥 ∈ 𝒰; 

(c) liên tục tại 𝑥0 ∈ 𝕏 nếu nó vừa là usc vừa là lsc 

tại 𝑥0. 

Nhận xét 2.1. Dựa vào Định nghĩa 2.1, ta dễ 

dàng suy ra các mệnh đề sau đây:  

(a) Nếu ánh xạ 𝐹 không nửa liên tục trên tại 𝑥0 ∈

𝕏 thì khi đó tồn tại lân cận 𝒱0 của 𝐹(𝑥0) sao 

cho với mỗi lân cận 𝒰𝑛 của 𝑥0, chúng ta có thể 

tìm thấy 𝑥𝑛 ∈ 𝒰𝑛 thỏa mãn 𝐹(𝑥𝑛) ∩ (𝕐\𝒱0) ≠

∅, hay một cách tương đương là tồn tại dãy {𝑥𝑛} 

hội tụ về 𝑥0 sao cho với mỗi 𝑛 ta luôn tìm được 

𝑧𝑛 ∈ 𝐹(𝑥𝑛)\𝒱0.  

(b) Nếu ánh xạ 𝐹 không nửa liên tục dưới tại 𝑥0 ∈

𝕏 thì khi đó tồn tại tập con mở 𝒱0 của 𝕐 với 
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𝐹(𝑥0) ∩ 𝒱0 ≠ ∅ sao cho với mỗi lân cận 𝒰𝑛 

của 𝑥0, tồn tại 𝑥𝑛 ∈ 𝒰𝑛 thỏa mãn 𝐹(𝑥0) ∩ 𝒱0 =

∅, tương đương là khi đó tồn tại 𝑧0 thuộc 𝐹(𝑥0) 

và dãy {𝑥𝑛} hội tụ về 𝑥0 sao cho với bất kỳ dãy 

{𝑧𝑛} với 𝑧𝑛 ∈ 𝐹(𝑥𝑛) không thể hội tụ về 𝑧0. 

Định nghĩa 2.2. (Luc, 1989) Một ánh xạ giá trị 

vector 𝑓: 𝕏 → 𝕐 được gọi là  

(a) 𝒞-nửa liên tục dưới (𝒞-lsc) tại 𝑥0 ∈ 𝕏 nếu với 

mọi lân cận 𝒱 của 𝑓(𝑥0) thì đều tồn tại lân cận 

𝒰 của 𝑥0 sao cho 

𝑓(𝑥) ∈ 𝒱 + 𝒞, ∀𝑥 ∈ 𝒰; 

(b) 𝒞-nửa liên tục trên (𝒞-usc) tại 𝑥0 ∈ 𝕏 khi 

−𝑓 là 𝒞-lsc tại 𝑥0; 

(c) 𝒞-liên tục tại 𝑥0 ∈ 𝕏 khi nó vừa là 𝒞-usc vừa là 

𝒞-lsc tại 𝑥0. 

Nhận xét 2.2 Khi 𝕐 = ℝ  và  𝒞 = ℝ+  thì 

𝒞-nửa liên tục dưới trở thành nửa liên tục dưới 

thông thường. Cụ thể hơn, một hàm 𝑓 được gọi là 

nửa liên tục dưới tại 𝑥0 ∈ 𝕏 khi với mọi số thực 𝑦 <
𝑓(𝑥0), đều tồn tại lân cận 𝒰  của 𝑥0 sao cho 𝑦 <
𝑓(𝑥) với mọi 𝑥 ∈ 𝒰, hay nói cách khác, với mọi 𝜀 >
0 thì ta luôn tìm được lân cận 𝒰 của 𝑥0 sao cho 

𝑓(𝑥0) − 𝜀 ≤ 𝑓(𝑥) với mọi 𝑥 ∈ 𝒰 (Bourbaki 1987; 

Anh et al., 2019). 

Một ánh xạ thỏa mãn một điều kiện cho trước 

nào đó trên một tập con 𝒳 nếu như điều kiện đó 

được nghiệm đúng với mọi điểm của 𝒳. 

Khái niệm của tính giả liên tục cho các ánh xạ 

giá trị vector xuất phát từ Morgan and Scalzo 

(2004). Cho 𝑓: 𝕏 → 𝕐 và 𝑘 ∈ 𝕐, ta xét 

𝑘-tập mức dưới được ký hiệu là 

lev≼𝑘
𝑓 ≔ {𝑥 ∈ 𝕏| 𝑓(𝑥) ≼𝒞 𝑘}. 

Định nghĩa 2.3. Một ánh xạ giá trị vector 𝑓 được 

gọi là  

(a) 𝒞-giả nửa liên tục dưới trong 𝒳 khi lev≼𝑘
𝑓 

đóng với mọi 𝑘 ∈ 𝑓(𝒳); 

(b) 𝒞-giả nửa liên tục trên trong 𝒳 khi −𝑓 là 𝒞-giả 

nửa liên tục dưới trong 𝒳; 

(c) 𝒞-giả nửa liên tục trong 𝒳 khi nó vừa là 𝒞-giả 

nửa liên tục dưới vừa là 𝒞-giả nửa liên tục trên 

trong 𝒳. 

Bổ đề 2.1. Nếu ánh xạ giá trị vector 𝑓 là 

𝒞-nửa liên tục dưới tại 𝑥0 ∈ 𝕏 thì nó cũng là 

𝒞-giả nửa liên tục dưới tại 𝑥0. 

Chứng minh 

Từ Định nghĩa 2.3, ta suy ra rằng 𝑓 là 

𝒞-giả nửa liên tục dưới tại 𝑥0 ∈ 𝕏 khi và chỉ khi tập 

lev≼𝑓(𝑥0)
𝑓 là đóng. Thật vậy, với {𝑥𝑛} ⊂ lev≼𝑓(𝑥0)

𝑓 

hội tụ về �̅�, giả sử rằng �̅� ∉ lev≼𝑓(𝑥0)
𝑓, tương đương 

𝑓(�̅�) ∈ 𝒱 ≔ 𝕐\(𝑓(𝑥0) − 𝒞). Vì tính mở của tập 𝒱 

và tính 𝒞-nửa liên tục dưới của 𝑓 tại 𝑥0 nên tồn tại 

𝑛0 ∈ ℕ sao cho 

      𝑓(𝑥𝑛) ∈ 𝒱 + 𝒞, ∀𝑛 ≥ 𝑛0.               

Do đó, với mỗi 𝑛 ≥ 𝑛0, tồn tại 𝑣𝑛 ∈ 𝒱 và 𝑐𝑛 ∈ 𝒞 

thỏa mãn 

                               𝑓(𝑥𝑛) = 𝑣𝑛 + 𝑐𝑛.             (2.1) 

Mặt khác, 𝑥𝑛 ∈ lev≼𝑓(𝑥0)
𝑓 nên 𝑓(𝑥𝑛) ∈ 𝑓(𝑥0) −

𝒞, và vì thế tồn tại 𝑐𝑛
′ ∈ 𝒞 sao cho 

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0) − 𝑐𝑛
′ . 

Điều này cùng với (2.1) suy ra 

𝑣𝑛 = 𝑓(𝑥0) − 𝑐𝑛
′ − 𝑐𝑛 ∈ 𝑓(𝑥0) − 𝒞, 

vô lý vì 𝑣𝑛 ∈ 𝒱 = 𝕐\(𝑓(𝑥0) − 𝒞). ∎ 

Ví dụ sau đây minh họa cho chiều ngược lại của 

phát biểu trên nói chung là không đúng. 

Ví dụ 2.1. Cho 𝕏 = 𝕐 = ℝ, 𝒞 = ℝ+, sign: ℝ →
ℝ được định nghĩa bởi 

sign(𝑥) = {
1,    khi 𝑥 > 0,
0,    khi 𝑥 = 0,
−1, khi 𝑥 < 0.

 

Khi đó, hàm sign vừa là 𝒞-giả nửa liên tục dưới, 

vừa là 𝒞-giả nửa liên tục trên tại 𝑥0 = 0, nhưng nó 

không là 𝒞-nửa liên tục dưới cũng không là 𝒞-nửa 

liên tục trên tại 𝑥0.  

3. CÁC DẠNG TỔNG QUÁT CỦA ÁNH 

XẠ LIÊN THÔNG  

Các loại ánh xạ liên thông tổng quát có giá trị 

vector được xem xét. Một số khái niệm cổ điển liên 

quan đến tính liên thông như sau: 

Định nghĩa 3.1. Cho 𝒳 là một tập con khác rỗng 

của 𝕏. 

(a) Với mỗi cặp điểm 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝕏, tập 𝒟𝑥1,𝑥2
≔

{(1 − 𝜆)𝑥1 + 𝜆𝑥2: 𝜆 ∈ [0,1]} được gọi là một 

đoạn thẳng nối hai điểm 𝑥1 và 𝑥2. Khi đó, 𝒳 

được gọi là lồi nếu 𝒟𝑥1,𝑥2
⊂ 𝒳 với mọi 𝑥1, 𝑥2 ∈

𝒳 (Rockafellar, 1970). 

(b) Với hai điểm cho trước 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝕏, 

𝒪𝑥1,𝑥2
: [0,1] → 𝕏 là một ánh xạ liên tục có giá 

trị vector thoả mãn  𝒪𝑥1,𝑥2
(0) = 𝑥1 và  
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𝒪𝑥1,𝑥2
(1) = 𝑥2. Khi đó,  𝒪𝑥1,𝑥2

 được gọi là một 

cung trong 𝕏 với điểm đầu và điểm cuối là 𝑥1 

và 𝑥2.  Tập 𝒳 được gọi là liên thông cung nếu 

với hai điểm 𝑥1, 𝑥2 trong 𝒳, có một cung  𝒪𝑥1,𝑥2
 

trong 𝒳 (Avriel & Zang, 1980). 

(c) Một tập con 𝒳 khác rỗng của 𝕏 được gọi là tách 

được nếu có hai tập con mở 𝒰, 𝒱 của 𝕏 sao cho 

𝒳 ∩ 𝒰 ≠ ∅, 𝒳 ∩ 𝒱 ≠ ∅, 𝒰 ∩ 𝒱 = ∅ và 𝒳 ⊂

𝒰 ∪ 𝒱. Tập 𝒳 được gọi là liên thông nếu nó 

không tách được (Warburton, 1983). 

Nhận xét 3.1. Các mệnh đề dưới đây dễ dàng 

được suy ra từ định nghĩa.  

(i) Mọi tập lồi đều là tập liên thông cung. 

(ii) Mọi tập liên thông cung đều là tập liên thông. 

Cách tiếp cận thống nhất cho các khái niệm liên 

quan đến tính lồi và tính liên thông của một ánh xạ 

có giá trị vector được đề xuất sau đây. 

Định nghĩa 3.2. Cho 𝒳 là một tập con khác rỗng 

của 𝕏. Một ánh xạ có giá trị vector 𝑓: 𝕏 → 𝕐 được 

gọi là 

(a) 𝒞-lồi theo đoạn trong 𝒳 nếu với mỗi 𝑥1, 𝑥2 ∈

𝒳, một đoạn 𝒟𝑥1,𝑥2
 được chứa trong 𝒳 và với 

mọi 𝜆 ∈ [0,1], 

𝑓 (𝒟𝑥1,𝑥2
(𝜆)) ≼𝒞  (1 − 𝜆)𝑓(𝑥1) + 𝜆𝑓(𝑥2) (Luc, 

1989); 

(b) 𝒞-lồi theo cung trong 𝒳 nếu với mọi 𝑥1, 𝑥2 ∈

𝒳, tồn tại một cung 𝒪𝑥1,𝑥2
 trong 𝒳 sao cho với 

mọi 𝜆 ∈ [0,1], 

𝑓 (𝒪𝑥1,𝑥2
(𝜆)) ≼𝒞 (1 − 𝜆)𝑓(𝑥1) + 𝜆𝑓(𝑥2) 

(Avriel & Zang, 1980); 

(c) 𝒞-lồi theo nghĩa liên thông trong 𝒳 nếu với mọi 

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳, tồn tại một tập liên thông 𝒮𝑥1,𝑥2
  

trong 𝒳 chứa hai phần tử 𝑥1, 𝑥2 sao cho 

ℳ𝑥1,𝑥2
≔ ⋃ 𝒮𝑥1,𝑥2

(𝜆)𝜆∈[0,1]  là liên thông, trong 

đó  

𝒮𝑥1,𝑥2
(𝜆) ≔ {𝑥 ∈ 𝒮𝑥1,𝑥2

|𝑓(𝑥) ≼𝒞 (1 − 𝜆)𝑓(𝑥1) 

+𝜆𝑓(𝑥2)}. 

Từ định nghĩa trên, ta suy ra mọi hàm  

𝒞-lồi theo cung đều là 𝒞-lồi theo nghĩa liên thông. 

Nếu 𝑓 là 𝒞-lồi theo cung trong một số tập con 𝒳 của 

𝕏 thì với mọi điểm 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳 tồn tại một cung 

𝒪𝑥1,𝑥2
 trong 𝒳 sao cho với mọi 𝜆 ∈ [0,1], 

𝑓 (𝒪𝑥1,𝑥2
(𝜆)) ≼𝒞 (1 − 𝜆)𝑓(𝑥1) + 𝜆𝑓(𝑥2). 

Đặt 𝒮𝑥1,𝑥2
= 𝒪𝑥1,𝑥2

([0,1]), ta có  

ℳ𝑥1,𝑥2
≔ ⋃ {𝑥 ∈ 𝒮𝑥1,𝑥2

|

𝜆∈[0,1]

𝑓(𝑥) 

≼𝒞 (1 − 𝜆)𝑓(𝑥1) + 𝜆𝑓(𝑥2)} ⊂ 𝒪𝑥1,𝑥2
([0,1]). 

Ngoài ra, với mỗi 𝜆 ∈ [0,1], vector 𝒪𝑥1,𝑥2
(𝜆) là 

một phần tử của ℳ𝑥1,𝑥2
 nên tập ℳ𝑥1,𝑥2

=

𝒪𝑥1,𝑥2
([0,1]) là liên thông. Vì vậy, 𝑓 là 𝒞-lồi theo 

nghĩa liên thông trong 𝒳. 

Theo Tanaka (1994), sự tổng quát hóa của các khái 

niệm được xem xét trình bày trong Định nghĩa 3.3 

như sau: 

Định nghĩa 3.3. Cho 𝒳 là một tập con khác rỗng 

của 𝕏. Một ánh xạ có giá trị vector 𝑓: 𝕏 → 𝕐 được 

gọi là  

(a) 𝒞-tựa lồi tự nhiên theo đoạn trong 𝒳 nếu với 

mỗi cặp điểm 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳 thì 𝒟𝑥1,𝑥2
 được chứa 

trong 𝒳 và với mọi số thực 𝜆 ∈ [0,1], tồn tại 

𝜇 ∈ [0,1] thoả mãn  

𝑓 (𝒟𝑥1,𝑥2
(𝜆)) ≼𝒞 (1 − 𝜇)𝑓(𝑥1) + 𝜇𝑓(𝑥2)  

(Tanaka, 1994); 

(b) 𝒞-tựa lồi tự nhiên theo cung trong 𝒳 nếu với 

mỗi cặp điểm 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳, tồn tại một cung 

𝒪𝑥1,𝑥2
 trong 𝒳 sao cho với mọi số thực 𝜆 ∈

[0,1], tồn tại 𝜇 ∈ [0,1] thoả mãn 

𝑓 (𝒪𝑥1,𝑥2
(𝜆)) ≼𝒞 (1 − 𝜇)𝑓(𝑥1) + 𝜇𝑓(𝑥2) 

(Avriel & Zang, 1980); 

(c) 𝒞-tựa lồi tự nhiên theo nghĩa liên thông trong 

𝒳 nếu với mọi 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳, tồn tại một tập liên 

thông 𝒮𝑥1,𝑥2
⊂ 𝒳 chứa 𝑥1, 𝑥2 sao cho với mọi 

𝑥 ∈ 𝒮𝑥1,𝑥2
 và với mọi số thực 𝜆 ∈ [0,1], tồn tại 

𝜇 ∈ [0,1] thoả mãn 

𝑓(𝑥) ≼𝒞 (1 − 𝜇)𝑓(𝑥1) + 𝜇𝑓(𝑥2). 

Nhận xét 3.2. Từ định nghĩa, ta có thể dễ dàng 

kiểm chứng trực tiếp các kết quả sau đây: 

(i) Mọi ánh xạ 𝒞-lồi theo đoạn (tương ứng 𝒞-tựa 

lồi tự nhiên theo đoạn) là 𝒞-lồi theo cung (tương 

ứng 𝒞-tựa lồi tự nhiên theo cung). 

(ii) Mọi ánh xạ 𝒞-lồi theo cung (tương ứng 𝒞-tựa 

lồi tự nhiên theo cung) là 𝒞-lồi theo nghĩa liên 

thông (tương ứng 𝒞-tựa lồi tự nhiên theo nghĩa 

liên thông). 
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Ví dụ 3.1. Cho 𝕏 = 𝕐 = ℝ, 𝒳 = ℝ, 𝒞 = ℝ+ và 

𝑓: ℝ → ℝ  được xác định bởi 𝑓(𝑥) = √𝑥
3

. Rõ ràng, 

𝑓 không là ℝ+-lồi theo đoạn trong ℝ. Bây giờ, ta 

chứng tỏ rằng 𝑓 là ℝ+-lồi theo cung trong ℝ. Lấy 

𝑥1, 𝑥2 tùy ý và với mọi 𝜆 ∈ [0,1], ta được: 

𝒪𝑥1,𝑥2
(𝜆) ≔ ((1 − 𝜆)√𝑥1

3 − 𝜆 √𝑥2
3 )

3

. 

Vậy 𝒪𝑥1,𝑥2
 là một cung trong ℝ . Hơn nữa, ta có: 

𝑓 (𝒪𝑥1,𝑥2
(𝜆)) = (1 − 𝜆) √𝑥1

3 + 𝜆 √𝑥2
3

 

                               = (1 − 𝜆)𝑓(𝑥1) + 𝜆𝑓(𝑥2), 

nên 𝑓 là một ℝ+-lồi theo cung trong ℝ. 

Ví dụ 3.2. Cho  𝕏 = ℝ2, 𝕐 = ℝ, 𝒳 = ℝ+
2 , 𝒞 =

ℝ+ và 𝑓: ℝ2 → ℝ  được xác định bởi 𝑓(𝑧) = √𝑥𝑦 

với mọi 𝑧 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ+
2  . Ta chỉ ra rằng 𝑓 là ℝ+-

tựa lồi tự nhiên theo cung nhưng nó không ℝ+-lồi 

theo đoạn. 

 ⋆ f là ℝ+-tựa lồi tự nhiên theo cung trong ℝ+
2 : 

Với mỗi 𝑧1 = (𝑥1, 𝑦1) và 𝑧2 = (𝑥2, 𝑦2) thuộc  ℝ2, ta 

xét ánh xạ 𝒪𝑧1,𝑧2
: [0,1] ⟶ ℝ2 xác định bởi 

𝒪𝑧1,𝑧2
(𝜆) = {

(1 − 2𝜆)𝑧1, nếu 0 ≤ 𝜆 ≤ 0.5,

(2𝜆 − 1)𝑧2, nếu 0.5 < 𝜆 ≤ 1.
 

Khi đó, 𝒪𝑧1,𝑧2
 là một cung trong ℝ2. Tiếp theo, 

với mỗi 𝜆 ∈ [0,1], ta chọn 𝜇 ∈ [0,1] sao cho 

  𝑓 (𝒪𝑧1,𝑧2
(𝜆)) ≤ (1 − 𝜇)𝑓(𝑧1) + 𝜇𝑓(𝑧2).   (3.1) 

Xét 2 trường hợp. 

Trường hợp 1. Nếu  𝜆 ∈ [0,0.5], thì 

𝑓 (𝒪𝑧1,𝑧2
(𝜆)) = (1 − 2𝜆)√𝑥1𝑦1 

                            < √𝑥1𝑦1 = 𝑓(𝑧1), 

và vì vậy (3.1) đúng khi 𝜇 = 0. 

Trường hợp 2. Nếu  𝜆 ∈ (0.5,1], thì 

𝑓 (𝒪𝑧1,𝑧2
(𝜆)) = (2𝜆 − 1)√𝑥2𝑦2 

                            < √𝑥2𝑦2 = 𝑓(𝑧2), 

và dẫn đến kết quả (3.1) đúng khi 𝜇 = 1. 

⋆ f không là ℝ+-tựa lồi tự nhiên theo đoạn trong 

ℝ+
2 : Với 𝑧1 = (3,7), 𝑧2 = (7,3) và 𝜆 = 0.8, khi đó 

với mọi 𝜇 ∈ [0,1], 

𝑓(0, .8𝑧1 + 0.8𝑧2) = 𝑓(8,8) = 8 ∉ √21 − ℝ+ 

= (1 − 𝜇)𝑓(𝑧1) + 𝜇𝑓(𝑧2) − ℝ+. 

Do đó, 𝑓 không là ℝ+-tựa lồi tự nhiên theo đoạn 

trong ℝ+
2 . 

Ví dụ 3.3. Cho 𝕏 = ℝ2, 𝕐 = ℝ, 𝒳 = ℝ2, 𝒞 =
ℝ+. Ta xét một tập con 𝒱 của  ℝ2  được xác định 

bởi biểu thức 𝒱 = 𝒱1 ∪ 𝒱2, trong đó  

𝒱1 ≔ {𝑧 = (𝑥, 𝑥2) ∈ ℝ2: −1 ≤ 𝑥 ≤ 0} 

và 𝒱2 ≔ {𝑧 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥 > 0, 𝑦 = sin(1/𝑥)}. 

Khi đó, 𝒱 là liên thông nhưng không liên thông theo 

cung. Ta xác định một hàm 𝑓: ℝ2 ⟶ ℝ  được cho 

bởi 

𝑓(𝑧) = {
0,      khi   𝑧 ∈ 𝒱,
1,      khi  𝑧 ∉ 𝒱.

 

Dễ dàng kiểm tra được 𝑓 là ℝ+-lồi theo nghĩa liên 

thông trong ℝ2, nó không là ℝ+-tựa lồi tự nhiên theo 

cung trong ℝ2. 

4. HÀM KHOẢNG CÁCH ĐỊNH HƯỚNG 

Định nghĩa 4.1. (Hiriart-Urruty, 1979) Hàm 

khoảng cách định hướng Hiriart-Urruty ∆𝒞: 𝕐 → ℝ 

được định nghĩa là 

∆𝒞(𝑦) ≔ 𝑑(𝑦, 𝒞) − 𝑑(𝑦, 𝕐\𝒞) 

                   = {
𝑑(𝑦, bd𝒞), khi 𝑦 ∉ 𝒞,

−𝑑(𝑦, bd𝒞), khi 𝑦 ∈ 𝒞,
 

trong đó bd𝒞 là biên của 𝒞. 

Bổ đề 4.1. (Jiménez et al., 2020) 

Cho 𝑦, 𝑦1và 𝑦2 thuộc 𝕐. Khi đó, 

(a) ∆𝒞 là liên tục và lồi; 

(b) ∆𝒞(𝑦) < 0 khi và chỉ khi 𝑦 ∈ int𝒞; 

(c) ∆𝒞(𝑦) = 0 khi và chỉ khi 𝑦 ∈ bd𝒞; 

(d) ∆−𝒞(𝑦1 + 𝑦2) ≤ ∆−𝒞(𝑦1) + ∆−𝒞(𝑦2); 

(e) 𝑦1 ≼𝒞 𝑦2 suy ra ∆−𝒞(𝑦1) ≤ ∆−𝒞(𝑦2); 

(f)   𝑦1 ≼int𝒞 𝑦2 suy ra ∆−𝒞(𝑦1) < ∆−𝒞(𝑦2). 

Dựa vào hàm khoảng cách định hướng Hiriart-

Urruty, một hàm vô hướng hóa phi tuyến mới được 

giới thiệu và thảo luận các tính chất của nó. 

Với một hàm vector 𝑓: 𝕏 → 𝕐, ta xét một hàm 

𝜑: 𝕏 × 𝕏 → ℝ được cho bởi 

 𝜑(𝑥, 𝑧) ≔ ∆−𝒞(𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥)), ∀ 𝑥, 𝑧 ∈ 𝕏.   (4.1) 

Tiếp theo, các tính chất quan trọng của 𝜑 được 

nghiên cứu. 

Bổ đề 4.2 Cho 𝕎 là không gian định chuẩn và 

một ánh xạ ℎ: 𝕎 → 𝕐 là 𝒞-nửa liên tục trên (tương 

ứng, 𝒞-nửa liên tục dưới) tại 𝑥0 ∈ 𝕎. Khi đó, 𝜉: =
𝛥−𝒞 ∘ ℎ là nửa liên tục trên (tương ứng, nửa liên tục 

dưới) tại 𝑥0 ∈ 𝕎. Từ đó, ta kết luận 𝜉 là liên tục tại 

𝑥0 ∈ 𝕎 nếu ℎ là 𝒞- liên tục tại 𝑥0 ∈ 𝕎. 
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Chứng minh 

Do Δ−𝒞 là hàm liên tục nên với mọi 𝜀 > 0 tồn tại 

𝒰 là lân cận của ℎ(𝑥0) sao cho 

Δ−𝒞(𝑚) ≤ Δ−𝒞(ℎ(𝑥0)) + 𝜀, ∀𝑚 ∈ 𝒰. 

Vì ℎ là 𝒞-usc và 𝒰 là lân cận của ℎ(𝑥0) nên tồn 

tại lân cận 𝒱 của 𝑥0 sao cho 

ℎ(𝑥) ∈ 𝒰 − 𝒞, ∀𝑥 ∈ 𝒱. 

Khi đó, tồn tại 𝑚0 ∈ 𝒰 sao cho 

ℎ(𝑥) ∈ 𝑚0 − 𝒞. 

Áp dụng Bổ đề 4.1 (e), ta được 

Δ−𝒞(ℎ(𝑥0)) ≤ Δ−𝒞(𝑚0). 

Ta kết luận rằng 

Δ−𝒞(ℎ(𝑥)) ≤ Δ−𝒞(ℎ(𝑥0)) + 𝜀, ∀𝑥 ∈ 𝒱. 

Nên 𝜉(𝑥) ≤ 𝜉(𝑥0) + 𝜀. 

Do đó, 𝜉 là usc tại 𝑥0. Bằng cách chứng minh 

tương tự, ta kết luận được rằng 𝜉 là lsc tại 𝑥0. Ta suy 

ra 𝜉 là liên tục tại 𝑥0. ∎ 

Bổ đề 4.3. Cho 𝑓: 𝕏 → 𝕐 là một ánh xạ có giá trị 

vector và 𝒳 là một tập khác rỗng của 𝕏. Khi đó, 𝜑 

là  

(a) nửa liên tục dưới theo biến thứ nhất và nửa liên 

tục trên theo biến thứ hai trong 𝒳 nếu 𝑓 là 𝒞-

nửa liên tục trên trong 𝒳; 

(b) nửa liên tục trên theo biến thứ nhất và nửa liên 

tục dưới theo biến thứ hai trong 𝒳 nếu 𝑓 là 𝒞-

nửa liên tục dưới trong 𝒳; 

(c) liên tục trong 𝒳 × 𝒳 nếu 𝑓 là 𝒞-liên tục trong 

𝒳. 

Chứng minh 

Cho �̅�, 𝑧̅ ∈ 𝒳. Ta xét hàm có giá trị vector 

𝑢�̅�, 𝑣�̅�: 𝕏 → 𝕐 thỏa mãn  

𝑢�̅�(𝑥) ≔ 𝑓(𝑧̅) − 𝑓(𝑥), 𝑣�̅�(𝑧) ≔ 𝑓(𝑧) − 𝑓(�̅�),  

với mọi 𝑧, 𝑥 ∈ 𝒳. Vì 𝑓 là 𝒞-nửa liên tục trên, 𝑢�̅� 

là 𝒞-nửa liên tục dưới và 𝑣�̅�(𝑧) là 𝒞-nửa liên tục 

trên. Áp dụng Bổ đề 4.2, ta kết luận được (a) và (b). 

Ta xét các hàm có giá trị vector ℎ, ℎ1, ℎ2: 𝕏 ×
𝕏 → 𝕐 thỏa mãn  

ℎ(𝑥, 𝑧) = ℎ1(𝑥, 𝑧) + ℎ2(𝑥, 𝑧), 

trong đó, ℎ1(𝑥, 𝑧) = 𝑓(𝑧), ℎ2(𝑥, 𝑧) =
−𝑓(𝑥). Khi đó, các ánh xạ ℎ, ℎ1 và ℎ2 là 𝒞-liên tục 

trên 𝒳 × 𝒳, áp dụng Bổ đề 4.2 với 𝕎 = 𝕏 × 𝕏, ta 

kết luận được (c).  ∎ 

Sử dụng các kĩ thuật tương tự trong Bổ đề 4.2 và 

Bổ đề 4.3 ta thu được kết quả sau: 

Bổ đề 4.4. Cho 𝑓: 𝕏 → 𝕐 là một ánh xạ có giá trị 

vector và 𝒳 là một tập con khác rỗng của 𝕏. Khi đó, 

𝜑 là  

(a) giả nửa liên tục dưới theo biến thứ nhất và giả 

nửa liên tục trên theo biến thứ hai trong 𝒳 nếu 

𝑓 là 𝒞-giả nửa liên tục trên trong 𝒳; 

(b) giả nửa liên tục trên theo biến thứ nhất và giả 

nửa liên tục dưới theo biến thứ hai trong 𝒳 nếu 

𝑓 là 𝒞-giả nửa liên tục dưới trong 𝒳; 

(c) giả liên tục trong 𝒳 × 𝒳 khi 𝑓 là 𝒞-giả liên tục 

trong 𝒳. 

Bổ đề 4.5. Cho 𝒳 là tập con khác rỗng của 𝕏 và 

𝑓: 𝕏 → 𝕐 là một ánh xạ có giá trị vector. Khi đó, 

(a) nếu 𝑓 là 𝒞-lồi theo đoạn trong 𝒳 thì 𝜑 là ℝ+-

lồi theo đoạn theo biến thứ hai trong 𝒳; 

(b) nếu 𝑓 là 𝒞-lồi theo cung trong 𝒳 thì 𝜑 là ℝ+-

lồi theo cung theo biến thứ hai trong 𝒳; 

(c) nếu 𝑓 là 𝒞-lồi theo nghĩa liên thông trong 𝒳 thì 

𝜑 là ℝ+-lồi theo nghĩa liên thông theo biến thứ 

hai trong 𝒳. 

Chứng minh 

Vì sự tương tự trong kỹ thuật chứng minh nên ta 

chỉ chứng minh khẳng định (a). Ta có, 𝑓 là 𝒞-lồi 

theo đoạn nên với mọi 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝒳, thì 𝒟𝑧1,𝑧2
⊂ 𝒳 và 

với mọi 𝜆 ∈ [0,1],  

𝑓 (𝒟𝑧1,𝑧2
(𝜆)) ≼𝒞 (1 − 𝜆)𝑓(𝑧1) + 𝜆𝑓(𝑧2). 

Khi đó, 

𝑓 (𝒟𝑧1,𝑧2
(𝜆)) − 𝑓(𝑥) ≼𝒞 (1 − 𝜆)(𝑓(𝑧1) − 𝑓(𝑥))   

+ 𝜆(𝑓(𝑧2) − 𝑓(𝑥)). 

Áp dụng Bổ đề 4.1 (e) và (a), ta được 

𝜑 (𝑥, 𝒟𝑧1,𝑧2
(𝜆)) ≤ Δ−𝒞 ((1 − 𝜆)(𝑓(𝑧1) − 𝑓(𝑥))

+ 𝜆(𝑓(𝑧2) − 𝑓(𝑥))) 

𝜑 (𝑥, 𝒟𝑧1,𝑧2
(𝜆)) ≤ (1 − 𝜆)Δ−𝒞 (𝑓(𝑧1) − 𝑓(𝑥))

+ 𝜆Δ−𝒞 (𝑓(𝑧2) − 𝑓(𝑥)) 

𝜑 (𝑥, 𝒟𝑧1,𝑧2
(𝜆)) ≤ (1 − 𝜆)𝜑(𝑥, 𝑧1) + 𝜆𝜑(𝑥, 𝑧2). 

Vậy 𝜑 là ℝ+-lồi theo đoạn theo biến thứ hai 

trong 𝒳. ∎ 
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5. SỰ LIÊN THÔNG CỦA TẬP NGHIỆM 

HỮU HIỆU YẾU CỦA BÀI TOÁN TỐI 

ƯU VECTOR KHÔNG LỒI  

Cho 𝕏, 𝕐 và 𝒞 như ở Mục 2, 𝒳 là tập con khác 

rỗng của 𝕏 và 𝑓: 𝕏 → 𝕐 là một ánh xạ có giá trị 

vector. Chúng ta quan tâm đến bài toán tối ưu vector 

(VOP)   min𝑥∈𝒳𝑓(𝑥). 

Định nghĩa 5.1. Một phần tử 𝑥0 ∈ 𝒳 được gọi 

là một nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VOP), 

nghĩa là 𝑥0 ∈ WEff(𝒳, 𝑓) nếu  

𝑓(𝑧) ⋠int𝒞 𝑓(𝑥0), ∀𝑧 ∈ 𝒳. 

Ví dụ 5.1. Cho 𝕏 = ℝ, 𝕐 = ℝ2, 𝒞 = ℝ+
2 , 𝒳 =

[−1; 1] và 𝑓(𝑥) = (𝑥, 𝑥4). 

Nếu 𝑥 là nghiệm của bài toán WEff(𝒳, 𝑓) thì với 

mọi 𝑧 ∈ [−1,1] ta có: 

    𝑓(𝑧) ∉ 𝑓(𝑥) − intℝ+
2  

⇔ 𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥) ∉ −intℝ+
2  

          ⇔ 𝑧 − 𝑥 ≥ 0 hoặc 𝑧4 − 𝑥4 ≥ 0. 

Từ đó ta suy ra WEff(𝒳, 𝑓) = {−1; 0}. 

Định lý 5.1. Cho 𝒳 là một tập con compact của 

𝕏. Giả sử rằng 𝑓 là 𝒞-nửa liên tục dưới trong 𝒳.  
Khi đó, WEff(𝒳, 𝑓) là tập khác rỗng. 

Chứng minh 

Với mỗi 𝑚 ∈ 𝒳. Ta đặt  

𝑊(𝑚) = {𝑧̅ ∈ 𝒳| ∀𝑥 ∈ 𝒳, 𝜑(𝑚, 𝑥) ≥ 𝜑(𝑚, 𝑧̅)}. 

Vì 𝑓 là 𝒞-lsc trong 𝒳, từ Bổ đề 4.3 (b) ta được 𝜑 

nửa liên tục dưới theo biến thứ hai trong 𝒳. Vì vậy, 

hàm 𝜑 đạt giá trị nhỏ nhất trên tập con compact 𝒳, 
hay 𝑊(𝑚) là tập khác rỗng với mọi 𝑚 ∈ 𝒳.  

Lấy một điểm 𝑧̅ ∈ W(𝑚), ta có  

              𝜑(𝑚, 𝑥) ≥ 𝜑(𝑚, 𝑧̅), ∀𝑥 ∈ 𝒳.             (5.1) 

Nếu 𝑧̅ ∉ WEff(𝒳, 𝑓) thì ta tìm được �̂� ∈ 𝒳 sao 

cho 𝑓(�̂�) ≼int𝒞 𝑓(𝑧̅). Từ đó suy ra, 

𝑓(�̂�) − 𝑓(𝑚) ∈ 𝑓(𝑧̅) − 𝑓(𝑚) − int𝒞. 

Áp dụng Bổ đề 4.1 (f), ta được 𝜑(𝑚, �̂�) <
𝜑(𝑚, 𝑧̅). Điều này mâu thuẫn với (5.1) nên             𝑧̅ ∈
WEff(𝒳, 𝑓).  Vì vậy, WEff(𝒳, 𝑓) là tập khác rỗng. 

 ∎ 

Ví dụ 5.2. Cho  𝕏 = ℝ, 𝕐 = ℝ2, 𝒳 = [−1; 1] và 

𝒞 = ℝ+
2 . Hàm vector thực 𝑓:  ℝ ⟶ ℝ2 được định 

nghĩa là 

𝑓(𝑥) ≔ ((−𝑥)3, −𝑥), ∀𝑥 ∈ ℝ. 

Khi đó, 𝑓 là hàm liên tục và 𝒳 là tập compact. 

Từ Định lý 5.1, ta kết luận rằng WEff(𝒳, 𝑓) là tập 

khác rỗng.  

Để nghiên cứu tính liên thông của các tập, chúng 

ta sử dụng tính chất quan trọng sau. 

Bổ đề 5.1. (Khan et al., 2016) Giả sử rằng 𝒳 là 

một tập con liên thông của 𝕏 và một ánh xạ đa trị 

𝑊: 𝕏 ⇉ 𝕐 là nửa liên tục trên với giá trị liên thông 

trong 𝒳. Khi đó, 𝑊(𝒳) là tập liên thông. 

Tiếp theo, các điều kiện đủ cho tính liên thông 

của tập nghiệm WEff(𝒳, 𝑓) được xây dựng thông 

qua hàm vô hướng phi tuyến. 

Định lý 5.2. Cho 𝒳 là một tập con liên thông và 

compact của 𝒳. Giả sử rằng 

(i) 𝑓 là 𝒞-liên tục trong 𝒳; 

(ii) 𝑓 là 𝒞-tựa lồi tự nhiên theo nghĩa liên thông 

trong 𝒳. 

Khi đó, WEff(𝒳, 𝑓) là tập khác rỗng và liên 

thông. 

Chứng minh 

Với mỗi 𝑚 ∈ 𝒳. Ta đặt  

𝑊(𝑚) = {𝑧̅ ∈ 𝒳| ∀𝑥 ∈ 𝒳, 𝜑(𝑚, 𝑥) ≥ 𝜑(𝑚, 𝑧̅)} . 

Bước 1. Chứng minh 𝑊(𝑚) là tập liên thông với 

bất kì 𝑚 ∈ 𝒳. 

Với mỗi 𝑚 ∈ 𝒳, lấy hai điểm bất kì 𝑧1, 𝑧2 trong 

𝑊(𝑚), ta được 𝜑(𝑚, 𝑧1) = 𝜑(𝑚, 𝑧2) và với mọi 

𝑥 ∈ 𝒳, 

            𝜑(𝑚, 𝑧𝑖) ≤ 𝜑(𝑚, 𝑥), ∀𝑖 ∈ {1,2}.         (5.2) 

Vì tính 𝒞-tựa lồi tự nhiên theo nghĩa liên thông 

của 𝑓 nên tồn tại một tập liên thông 𝒮𝑧1,𝑧2
⊂ 𝒳 chứa 

hai điểm 𝑧1, 𝑧2 thỏa mãn với mỗi 𝑧∗ ∈ 𝒮𝑧1,𝑧2
 thì tồn 

tại 𝜇 ∈ [0,1] sao cho 

𝑓(𝑧∗) ≼𝒞 (1 − 𝜇)𝑓(𝑧1) + 𝜇𝑓(𝑧2). 

Từ đó, ta suy ra 

𝑓(𝑧∗) − 𝑓(𝑚) ≼𝒞 (1 − 𝜇)[𝑓(𝑧1) − 𝑓(𝑚)] +

𝜇[𝑓(𝑧2) − 𝑓(𝑚)]. 

Điều này kết hợp với Bổ đề 4.1 (e) và (a), ta 

được: 

𝜑(𝑚, 𝑧∗) ≤ Δ−𝒞((1 − 𝜇)[𝑓(𝑧1) − 𝑓(𝑚)]

+ 𝜇[𝑓(𝑧2) − 𝑓(𝑚)]) 

                   ≤ (1 − 𝜇)Δ−𝒞(𝑓(𝑧1) − 𝑓(𝑚)) +

𝜇Δ−𝒞(𝑓(𝑧2) − 𝑓(𝑚)) 
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                       ≤ (1 − 𝜇)𝜑(𝑚, 𝑧1) + 𝜇𝜑(𝑚, 𝑧2). 

Điều này kết hợp với (5.2), ta suy ra rằng với mọi 

𝑥 ∈ 𝒳 và 𝑧∗ ∈ 𝒮𝑧1,𝑧2
 

𝜑(𝑚, 𝑧∗) ≤ 𝜑(𝑚, 𝑧1) ≤ 𝜑(𝑚, 𝑥). 

Do đó, 𝒮𝑧1,𝑧2
⊂ 𝑊(𝑚) nên 𝑊(𝑚) là liên thông. 

Bước 2. Chứng minh 

                    WEff(𝒳, 𝑓) = ⋃ 𝑊(𝑚).

𝑚∈𝒳

        (5.3) 

Từ chứng minh của Định lý 5.1 ta có WEff(𝒳, 𝑓) 

là tập khác rỗng và 

WEff(𝒳, 𝑓) ⊃ ⋃ 𝑊(𝑚)

𝑚∈𝒳

. 

Ngược lại, lấy một điểm bất kỳ 𝑧̅ ∈  WEff(𝒳, 𝑓), ta 

có 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑧̅) ∉ −int𝒞 với mọi 𝑥 ∈ 𝒳. Áp dụng 

Bổ đề 4.1 (b), ta được:  

φ(𝑧̅, 𝑥) ≥ 0 = φ(𝑧̅, 𝑧̅). 

Do đó, 𝑧̅ ∈ 𝑊(𝑧̅) ⊂ ⋃ 𝑊(𝑚).𝑚∈𝒳  Vậy ta kết luận 

biểu thức (5.3) là đúng. 

Bước 3. Chứng minh hàm đa trị 𝑊: 𝒳 ⇉ 𝒳 là nửa 

liên tục trên trong 𝒳. 

Giả sử ngược lại rằng tồn tại �̂� trong 𝒳 sao cho 

𝑊 không là usc tại �̂�. Khi đó, ta tìm được một lân 

cận 𝒰 của 𝑊(�̂�) và một dãy {�̂�𝑛} hội tụ về �̂� sao cho 

với mỗi 𝑛 có �̂�𝑛 ∈ 𝑊(�̂�𝑛)\𝒰. Do 𝒳 là tập compact 

nên ta có thể giả sử dãy {�̂�𝑛} hội tụ về vector �̂� trong 

𝒳. Nếu �̂� ∉ 𝑊(�̂�), thì có �̃� ∈ 𝒳 sao cho  

                    𝜑(�̂�, �̃�) < 𝜑(�̂�, �̂�).                 (5.4) 

Vì �̂�𝑛 ∈ 𝑊(�̂�𝑛), ta có  

𝜑(�̂�𝑛, �̃�) ≥ 𝜑(�̂�𝑛, �̂�𝑛). 

Điều này kết hợp với tính 𝒞- liên tục của hàm 𝑓 

và Bổ đề 4.3 ta được  

𝜑(�̂�, �̃�) ≥ 𝜑(�̂�, �̂�), 

Điều này mâu thuẫn với (5.4). Vậy �̂� nằm trong 

𝑊(�̂�), điều này vô lý vì �̂�𝑛 ∉ 𝒰 với mọi 𝑛, nên 𝑊 

là usc trong 𝒳.  

Bước 4. Từ các Bước 1, 2, 3 và 𝒳 là một tập con 

liên thông, ta áp dụng Bổ đề 5.1 cho ánh xạ có giá 

trị vector 𝑊. Ta kết luận rằng WEff(𝒳, 𝑓) là tập liên 

thông.                       ∎ 

Nhận xét 5.1.  Kết quả của Định lý 5.2 có nhiều 

sự cải tiến hiệu quả so với Hệ quả 4.11 trong Han và 

Huang (2018). Thật vậy, Định lý đã sử dụng tập ràng 

buộc là tập không lồi và liên thông; 𝑓 là 𝒞-tựa lồi tự 

nhiên theo nghĩa liên thông. Trong khi đó, Han và 

Huang (2018) đã dùng tập ràng buộc là tập lồi và 𝑓 

là 𝐶-lồi theo đoạn.   

Ví dụ 5.3. Cho 𝕏 = ℝ2, 𝕐 = ℝ2, 𝒳 =
{(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2|𝑥1

2 ≤ 𝑥2 ≤ 0.5𝑥1
2 + 2}, 𝒞 = ℝ+

2  và 

𝑓: ℝ2 → ℝ2 được định nghĩa bởi  

𝑓(𝔵) = ((𝑥1𝑥2)2, ‖𝔵‖), ∀𝔵 = (𝑥1, 𝑥2). 

Khi đó, 𝒳 là tập compact nhưng không lồi, 𝑓 là 

𝒞-liên tục trên 𝒳. Theo Định lý 5.2, ta cần kiểm tra 

tính chất 𝒞-tựa lồi tự nhiên theo nghĩa liên thông của 

hàm 𝑓.  Với mỗi �̂� = (�̂�1, �̂�2) và �̅� = (�̅�1, �̅�2) trong 

𝒳, ta xét tập liên thông  

𝒮�̂�,�̅� = 𝒟�̂�,𝔵0
∪ 𝒟𝔵0,�̅�, với 𝔵0 = (0,0).  

Tiếp theo, với mỗi 𝔵 ∈ 𝒮�̂�,�̅�, ta chọn 𝜇 ∈ [0,1] sao 

cho  

𝑓(𝔵) ≼𝒞 (1 − 𝜇)𝑓(�̂�) + 𝜇𝑓(�̅�).   (5.5) 

Xét hai trường hợp.  

Trường hợp 1. Nếu 𝔵 ∈ 𝒟�̂�,𝔵0
, khi đó tồn tại 𝛼 ∈

[0,1] sao cho 𝔵 = 𝛼�̂�. Suy ra, 

𝑓(𝔵) = ((𝛼2�̂�1�̂�2)2, 𝛼‖�̂�‖) ≼𝒞 𝑓(�̂�). 

Điều này dẫn đến (5.5) đúng khi 𝜇 = 0. 

Trường hợp 2. Nếu 𝔵 ∈ 𝒟�̂�,𝔵0
, khi đó tồn tại 𝛽 ∈

[0,1] sao cho 𝔵 = 𝛽�̅�. Suy ra, 

𝑓(𝔵) = ((𝛽2�̅�1�̅�2)2, 𝛽‖�̅�‖) ≼𝒞 𝑓(�̅�). 

Điều này dẫn đến (5.5) đúng khi 𝜇 = 1. 

Áp dụng Định lý 5.2, ta có tập WEff(𝒳, 𝑓) khác 

rỗng và liên thông. 

6. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, tính liên thông cho tập 

nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán tối ưu vector 

không lồi đã được nghiên cứu thông qua các đặc 

trưng của hàm vô hướng hóa phi tuyến dạng Hiriart-

Urruty. Cách tiếp cận và các kết quả đạt được là mới 

và khác với các kết quả đã có. Hơn nữa, với những 

điều chỉnh thích hợp, phương pháp vô hướng hóa 

này cũng có thể dùng để xem xét tính liên thông của 

các tập nghiệm hữu hiệu khác trong tối ưu với điều 

kiện không lồi. 
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