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Tém tit

Trong bai bao nay, chung toi gioi thieu mot day lap lai ghép va chung minh sw hoi tu cua day lgp
nay den diém bat dong chung cia hai anh xa twa tiém cdn khong gidn hodn toan Bregman trong khong
gian Banach phan xa. Twr két qua nay, chung toi nhdn dwoe mot so két qua hoi tu cua day lgp cho dnh xq
tira tiém cdn khong gian Bregman, dnh xa twa ¢ -khéng gidn tiém cdn va anh xa twa ¢ -tiém cdn khong
gidn hoan toan. Béng thoi, chung toi xdy dung vi du minh hoa cho sy héi tu cua day lap dwoc gici thiéu.

Tir khéa: Anh xa twa tiém cdn khéng gidn hoan toan Bregman, khodng cdch Bregman, khong gian
Banach phan xa.
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1. Gidi thiéu

Trong nhirg nam gan day, viéc nghién ciru
mo rong sy hoi tu cua day lap dén diém bat dong
cua anh xa khong gidn tir khong gian Hilbert sang
khong gian Banach dugc mét sb tac gia quan tam.
Vi mot s6 két qua dic trung trong khong gian
Hilbert khong con dl’mg trong khong gian Banach
nén can cé cach tiép can moi trong huong nghién
clru ndy. Mot cach tiép cén trong khong gian
Banach tron 14 str dung anh xa di ngdu chuan tic,
phiém ham Lyapunov va phép chiéu suy rong. Mot
cach tlép can khac trong khong gian Banach phan
xa la sir dung khoang cach Bregman va phép chiéu
Bregman. V&i cach tiép can thir hai, mot sb tac gia
da mo¢ rong 4nh xa khong gidn va nhitng anh xa
khong gidn suy rong thanh anh xa khoéng gidn
Bregman anh xa tya khong gian Bregman, anh xa
khong gidn manh Bregman, anh xa khong gian
twong ddi Bregman... Tir d6, nhidu két qua hoi tu
boi nhitng diy ldp khac nhau da duoc nghién ciru
trong nhiing 16p anh xa nay.

Nam 2014, bang cach sir dung khoang céch
Bregman, Chang va ¢s. (2014) da gidi thiéu khai
niém anh xa tya tiém cén khong gian hoan toan
Bregman. L&p 4nh xa nay 13 tong quat cua nhiéu
16p anh xa lién quan dén khoang cach Bregman.
Pong thoi, cac tac gia ciing di gidi thiéu day lip lai
ghép dé nghién ctru diém bat dong chung cta ho
dém duoc cac anh xa tua tiém cin khong gidn hoan
toan Bregman trong khong gian Banach phan xa.
Sau d6, mot két qua hoi ty dén diém chung cua tip
diém bAt ddng cua anh xa tya tiém can khong gian
hoan toan Bregman va tdp nghiém bai toan can
bang di dugc thiét lap (Ni va Wen, 2018; Zhu va
Huang, 2016). Tuy nhién, theo hiéu biét cia ching
toi, tinh dén nay chua c6 nhiéu két qua hdi tu cua
nhitng dy lip khac nhau dén diém bét dong ciing
nhu diém bét dong chung ctua nhiing anh xa tya
tiém cdn khong gidn hoan toan Bregman. Do do,
trong bai bao nay, ching t6i dé xuit mot day lap lai
ghép méi cho hai anh xa tua tiém cén khong gidn
hoan toan Bregman va chimg minh sy héi tu cua
day lap nay dén diém bat dong chung cta hai anh
xa tya tiém can khong gian hoan toan Bregman
trong khong gian Banach phan xa.

2. Mot sé khai niém va két qua co ban
trong khong gian Banach

Muc nay trinh bay mdt s6 khai niém va két
qua co ban dugc sir dung trong bai bao.
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Cho E la khong gian Banach thuc va
[ E—(—o0,+oc] 1a ham s6. Ki hi¢u mién xac dinh
cua f la
domf ={xe E: f(x)<-+oo}.
Véi x eint(domf’) va yeE, ki hiéu f'(x,y)
la dao ham bén phai cia x tai theo hudng y, dugc
xac dinh boi:

e S+ ) - f(X)
f'(x,y)=1lim ; ;

10"

@2.1)

Ham f dugc goi 1a kha vi Gateaux tai x néu
giéi han (1.1) ton tai véi bat ki y. Trong trudng
hop nay, f'(x,y) trung vai V/(x) (gia tri gradient
cua Vf tai x). Ham f dugc goi la kha vi Fréchet
tai x néu giéi han (2.1) ton tai déu trén || y||=1.
Ham [ duoc goi 1a kha vi Fréchet déu trén tp con
Ccia E néu gioi han (1.1) ton tai déu véi mdi
xeCvally|=1.

Luu ¥ rang néu £ 1a khong gian Banach phE:ln
xava f:E —(—oo,+0] 1a ham kha vi Fréchet déu
trén X thi £ lién tuc déu trén X, xem (Ambrosetti
va G. Prodi, 1993, Theorem 1.8).

Ménh & 2.1 [Reich va Sabach, 2009,
Proposition 1]. Cho E la khong gian Banach ;‘Jhdn
xa, f:E—(—oo,+w] la ham kha vi Fréchet déu va
bi chan trén méi tdp con bi chan cia E. Khi do,
Vf la ham lién tuc deu trén moi tap con bi chan
cua E.

Cho E la khong gian Banach phan xa, £” la
khong gian lién hop cua E, [ :E —(—o0,+0] la
ham 16i, chinh thuong va nira lién tye dudi. Véi
x eint(domy’), dudi vi phan cia f tai xe £ dugc
xac dinh boi:

S () =15 € E': [+ y=0) < f()

voi moi y € E}
va [ :E —(—0,+0] 1a d6i ngiu Fenchel
cua [ duoc xac dinh boi
S (&) =sup{(x",x) - f(x):x e E}
voimoi x" € E".
Pinh nghia 2.2 [Chang va cs., 2014,
Definition 2.2]. Cho E 1a khong gian Banach phan
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xava f:E —>(—o0,+0] 1a ham sb. Khi do, / dugc
g0i la Legendre néu thoa mén hai diéu kién sau:

(1) int(domf) =, f kha vi Giteaux trén
int(domy") va dom(V/f) =int(domy).

(2) int(domf™)# <, f kha vi Gateaux trén
int(domy/™) va dom(V/™) =int(dom/™).

Nhan xét 2.3 [Chang va cs., 2014, Remark 2.3].
Cho E la khong gian Banach phan xa va
[ E—(—o0,+o] la ham Legendre. Khi do,

(1) f la ham Legendre khi va chi khi f* la
ham Legendre.

2) @)=

(3)  Vf=(Vf)", ran(Vf) =dom(Vf") va
ran(Vf") = dom(V/") = int(domyf),
ran(V/) la mién gid tri ciia V.

Dinh nghia 2.4 [Censor va Lent, 1981, tr. 324].

trong do

Cho E la khong gian Banach phan xa,
f:1E —>(—oo,+o] la ham Legendre, 161 va kha vi
Gateaux. Khi do, ham
D, :domf xint(domf) —[0,+0) xdc dinh bai

D (x,y)=f(x) = f () =~V (¥)x—y) dugc goi
la khodng cdach Bregman d6i vai f.

 Lwu § rang khoang céch Bregman khong
giong nhu nhimg khoang cach da biét.
Trong trudng hop tong quat, D, khoéng co tinh
chét ] dbi xang va khong thoa min
bat dang thirc tam giac. Khoang cach Bregman c6
mot so ‘pinh chat sau, trong do, tinh chz}t (2) duogc
goi la dz'u}g thirc ba djém, gﬁ)n tinh chéat (3) duoc
goi la dang thirc bon diém cua khoang cach
Bregman. B¢ y rang néu y = weint(dony’) thi tinh
chét (3) tré thanh tinh chat (2).

(1) Voi x,y eint(domyf), ta co

D, (x, )+ D, (y,x) =(Vf (x) = Vf (), x = y).
(2) Voi xedomf va y,z eint(domf), ta co
D, (%,)+ D, (3,2) =D, (%.)
=(Vf @)=V (¥),x=y).
(3) Vi x,wedomyf" va y,z emt(dony’), ta co
D, (x,9)+ D, (w,2)~ D, (x,2) D, (,)

=(Vf(2)-Vf(¥),x—W).

Cho f:E—R la ham kha vi Gateaux. Xét
V,:Ex E" —[0,+o0) dinh

V)= @)~ 5+ (")

xe E,x" e E". Khi do, ta c6 nhan xét sau.

Nhan xét 2.5. Cho E la khong gian Banach
phan xa, [:E—R la ham kha vi Gateaux. Khi do

(1) [Kohsaka va Takahashi, 2005, Lemma
3.2] V, la ham khong am va voi voi moi xe E va

ham xac boi

Vol moi

x' ek, tacé
Vi(xx')=D;, (x,V (x7).
(2) [Kumam va cs., 2016, tr. 7] V, la ham loi

oy ¥ G LN L g k \
theo bien thir hai va voi moi ue E, {x'}le c E va

[

k
(), 1) véi D4, =1, tacé
i=1

D, NS (Y AV () < Zu)f 0

Pinh nghia 2.6 [Chang va cs., 2014, tr. 40].
Cho E 1a khoéng gian Banach phan xa,
[+ E—(—oo,+o0] la ham 161, kha vi Gateaux va C
la tap 16i, dong, khac rong cua int(domy). Phép
chiéu Bregman cta x eint(dom/) lén C 1a vecto
duy nhét Pg (x)e C sao cho

DJ,(PCf(x),x) =mf{D, (y,x): yeC}.

Nhan xét 2.7 [N1 va Wen, 2018, Remark 2.2].
XétE la khong gian Banach tron va f(x)=| x|’
voi xe E. Khi do, Vf(x)=2J(x) voi xeE va J
la dnh xa doi ng&u chudn tdc xdc dinh béi

J@X) ={x eE :(x x| xIPHX P} v
xeE. Ham khoang cach Bregman co dang
D, (x,0) = x| =20, )+ ¥ = p(x,y) L@ phiém
ham Lyapunov.’ Do do, phép chiéu Bregman tro
thanh phép chiéu suy rong 11 xdc dinh boi

P11 (x),x) = min{g(y,x): y e C}.

Pinh nghia 2.8 [Resmerita, 2004, tr. 1]. Cho
£ 12 khong gian Banach phan xa,
fi1E—(—o,+0]1a ham 161 va kha vi Gateaux.
Khi do,
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(1y f duoc goi la loi hoan toan tai
xeint(domy) néu véi bat ki >0, ta cb
v, (x,1) =inf{D (y,x): y edom f .|| y - x||=1} > 0.

(2) f duge goi 1a 1oi hoan toan néu [ 15
hoan toan tai moi x € int(domy).

(3) f dugc goi 1a loi hoan toan trén moi tdp
con bi chan cia E néu véi bt ki tap con khac
rf)ng, bi chin B cia £ va t>0,ta co
v (B,)=nf{v,(x,7): xe Bndom f} > 0.

Ménh dé 2.9 [Resmerita, 2004, Proposition
22). ChoE khong gian Banach phan xaq,
[ E—(—o,+0] la ham loi va kha vi Gateaux.
Khi do, [ la ham 16i hoan toan tai x € int(domf’)
khi va chi khi véi bat ki day {y,} < int(domy) sao

cho }L‘Pme(J’mx) =0, ta co ,,IBEO |y, —x|=0.

Ménh dé 2.10 [Butnariu va Iusem, 2000,
Proposition Lemma 2.1.2]. ChoE khong gian
Banach phan xq, f:E —(—o0,+0] la ham loi va
kha vi Gateaux. Khi do, f la ham 16i hoan toan
trén nhitng tdp bi chén khi va chi khi véi bdt ki day
{x,} cdony va {y,}cint(dony) sao cho {x,} ld
day bi chan va nli,l}ﬂlDf (y,.x,)=0, ta co

hmHyn _xr.' HZO

Ménh dé 2.11 [Butnariu va Resmerita, 2006,
Corollary 4.4]. Cho E la khong gian Banach phan
xa, f[:E—(—o0,+0] la ham kha vi Gateaux, loi

hoan todn trong int(domf), C la tdp loi dong, khdc
rong ciia int(domy)va x eint(dony). Khi do, cdc
khdng dinh sau twong dicong.

(1) z==F4 (x).

(2) z la vecto duy nhdt théa man
(Vf(x)=Vf(2),z—y)=0 voi moi yeC.

(3) z la vecto duy nhdt théa man
D.(y,z)+ D (z,x)< D, (y,x) voimoi yeC.

Ménh dé 2.12. Cho E _khong gian Banach va
[ E—(—o,+0] la ham so. Khi do,

(1) [Reich va Sabach, 2010, Lemma 1] Néu i
la ham kha vi Gateaux va 16i hoan toan trén

int(dony), x, eint(domyf) va  {x,} cdom/f la
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day sao cho (D, (x

X))} bi chan thi {x,} la day
bi chan.

(2) [Sabach, 2011, Proposition 2.3] Néu f la
ham Legendre sao cho Nf™ bi chan trén moi tdp
int(domy™), x, edomf va
{x,} cint(dony’) la day sao cho {D,(x,,x,)} bi
chan thi {x,} la day bi chan.

Dinh nghia 2.13 [Zalinescu, 2002, tr. 203, tr.
207, tr. 221]. Cho E la khong gian Banach, ki hi¢u

={xeE:|x|<l}va B ={xeE:|x||<r} v&i
r>0. Khi do

(1) Him f:E —>R duoc goi 1a l6i déu trén
méi tdp con bi chdn cia E néu p,(1)>0 voi moi
t,r>0, trong d6 ham sb p,_:[0,+o0) —[0,+00)
duoc xac dinh boi:

con bi chan cua

af(@)+1-a)f(y)- flex+(1-a)y)

a(l-a)

p(0=

x,yveB, [lx-y|=t.ae(0,1)
(2) Ham f:E —R duoc goi la tron déu trén

moi tdp con bj chgn cua E néu lim 2 () =0 voi

t—0
moi r>0, trong d6 ham s6 o :[0, +oo) —[0,+00)
duoc xac dinh boi:
af(x+(-a)y)+(1-a)f(x—aiy) - f(x)
a(l—a) '

Nhén xét 2.14 [Naraghirad va Yao, 2013,
tr.7). Ham f 16i hoan toan trén moi tdp con bj

o, ()=

xebB, ,ves .ae(0.1)

chan ciua E khiva chi khi ham f 16i déu trén moi
tdp con bi chan cua E.
binh nghia 2.15 [Kohsaka va Takahashi,
2005, tr.509]. Cho E la khong gian Banach. Khi
do, ham f:E — (—o0,+0] dugc goi la thoa man
diéu kién birc manh néu
e

Il || x|

Ménh dé 2.16 [Zalinescu, 2002, Proposition
3.6.3]. Cho E la khong gian Banach phan xa va
f:E—R la ham 16i, lién tuc va thoa mén diéu
kien biwc manh. Khi do, cac khcing dinh sau
twong duong.

= +00.

(1) f la ham bi chan trén moi tdp con bi chan
ciia E va tron déu trén méi tdp con bi chan cua E.
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(2) f la ham kha vi Fréchet va Vf lién tuc
déu trén moi tdp con bi chin cia E.

(3) Dom(f*)=E", [ la ham thoa man diéu kién
buic manh va I6i déu trén moi tap con bi chan cuia E”.

Ménh dé 2.17 [Zalinescu, 2002, Proposition
3.6.4]. Cho E la khong gian Banach phan xa va
f:E—>R la ham loi, lién tuc va bi chan trén moi
tdp con bi chan cua E. Khi do, cac khcfng dinh sau
la twong dwong.

(1) f la ham théa man diéu kién birc manh va
16i déu trén moi tap con bi chan cua E.

(2) Dom(f*)=E", f"la ham bi chan trén
moi tdp con bi chan cua E va tron déu trén moi
tdp con bi chan cua E".

(3) Dom(f")=E", f"ld ham kha vi Fréchet
va Vf* lién tuc déu trén méi tdp con bi chan cia E.

B6 dé 2.18 [Naraghirad va Yao, 2013, Lemma
22). ChoE la khong gian Banach, r>0 va
fE—R la ham loi va loi déu trén moi tdp con
bi chan cia E. Khi do

f(zanx,,)Szaf(xn)_aiajpr(”xe _x_] ||) Vél
n=l n=l
i,jeil,2,...n}, a,€[01] sao cho Y a,=1 va

n=l1
x,€B ={xeEi|x|i<r},
nghia 2.13.

Ki hiéu F(T)={xeC:Tx=x} latap diém bat
dongcuadnhxa 7:C—>C.

Pinh nghia 2.19 [Chang va cs., 2014,
Definition 2.10]. Cho F la khéng gian Banach
phan xa, C latdpconcua £ va T:C—C la anh
xa. Khi do, T:C—>C la anh xa twa tiém can
khong gidan hoan toan Bregman néu F(T)# & va

ham p, trong Dinh

ton tai hai ddy sb thuc khong am {v,},{x,} sao cho
v, >0, 4, —0 va {:R" > R" la ham lién tuc
va tang chit voi ¢(0)=0 sao cho voi moi xeC
va pe F(T), tacod

D (p.T"x) < D;(p,x)+v,5 (D, (p,x)) + p,. (2.2)

Nhin xét 2.20 [Ni va Wen, 2018, Definition
2.34). (1) Chon ()=t voi t=20,v, =k, —1 vdi

k,>1 ma limk, =1, u =0, bat dang thirc (2.2)

n—w

tro thanh

Df(p’Tn'x)gkan(pax) (23)

voimoi xeC va pe F(T).

Piéu nay dan déen T la anh xa twa tiém cin
khong gidn Bregman.

(2) Xét E la khong gian Banach tron, phan xq
va f(x)=| x|} véi xeE. Theo Nhin xét 1.6, bat
dang thire (2.2) va (2.3) lan heot tré thanh

P(p,T"x) < p(p,x) +v,L (P p,x)) + 1,

va @(p,T"x)<k @(p,x) voi
pe F(T). Piéu nay dan dén T lan luot la dnh xq

moi xeC va
twa ¢ -tiem cdn khong gian hoan toan va anh xq
twa ¢ -khong gian tiém can.

B6 dé 1.21 [Chang va cs., 2014, Lemma
2.16). Cho E la khéng gian Banach phan xa, C la
tip con khac rong, [0i, dong cua E,
f:E—(—0,4] lda ham Legendre 6i hodn toan
trén nhitng tdp con bi chan cia E, T:C —>C la
anh xq twa khong gidn hoan toan Bregman voi hai
day so thuc khong am {v,},{u,} va ham ting chat,
lién tuc & :[0,+0) —[0,+0) sao cho

limv, =limz =0 va £(0)=0.

Khi dé, F(T) la tdp con 16i va déng ciia C.

Pinh nghia 2.22 [Zhu va Huang, 2016,
Definition 2.10]. Cho £ la khong gian Banach, C
la tip con khac rong cua £ va T:C —C la anh
xa. Khi do

(1) T duoge goi la dnh xa déng néu véi bét ki
day {x,} trong C sao cho

limx, =xeC va limTx, =yeC,

n—w n—ra

taco Tx=y.

(2) T duogc goi la anh xa chinh qui tiém cdn
déu néu voi bat ki tap con bi chin Q cua C taco
limsup || 7""'x - T"x ||= 0.

AP0 yve(y
3. Két qua chinh

Trude hét, ching t6i chimg minh mot sé két
qua duogce sir dung dé ching minh két qua chinh.
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B6 dé 3.1. Cho E la khéng gian Banach
phan xava f:E—R la ham Legendre, thoa man

diéu kién birc manh va kha vi Fréchet déu, bi chan
trén moi tdp con bi chan cua E. Khi do

D, VS (20, Y/ (5, )) £ 24,0, (sx,)

n=l
—aa,p. (| Vf(x)=Vf(x)I)
voi i,jel{l,2,..,n}, uedomf, a, €[0,1]sao cho

Zan =1, ham p. xdc dinh nhu ham p, trong Pinh
n=1

nghia 2.13 va
Vf(x,)eB ={xeE" || x|<r}.

Chirng minh. Vi f la ham kha vi Fréchet
déu va bj chan trén mi tp con bi chin cia £ nén
theo Ménh deé 2.1, ta co Vf lién tuc trén moi tap
con bi chin cia E. Két hop diéu nay vai tinh kha
vi Fréchet cia f, theo Ménh dé 2.16, taco f~ la

ham 16i déu trén mdi tap con bi chan cua E°. Khi
do, theo Bo de 2.18, ta co

S Qa V)< X a,f (V)

—a,a,p,(|Vf(x)=Vf(x) ) véi i,je{l,2,...n},
uedomy, a, €[0,1] sao cho Y a, =1, ham p; xdc
n=1

dinh nhu ham p, trong Dinh nghia 2.13 va
Vf(x,)eB, ={xeE | x|<r}.
Khi d6, voi u e domf, sir dung Nhén xét 2.4.(1) va

dinh nghia ctia V,, taco

D, @.Vf (3 a,f (x,))

n=I

V0, a4,V (x,)

n=l

< f) - af (x)uy+ > a f (Vf(x,)

_afajp:( Vf(xf)_vf(xj)ﬂ)

m

= a,[f )=V (x,).u) + [ (Vf(x,))]

n=1

—a,a,0, (IVf (x)-V/(x) )
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=S a ¥,V (x,)

n=l

—aa,0: (19 () =V (x) )
=370, VS (Vf5)

—aa,pr(1Vf () = VF () )
= ia”D fusx.)

n=1
—a,a,p, (| Vf (x) = V/ (x))|]) L
B6 dé 3.2. Cho E la khéng gian Banach phan
xg, C la tdp con khdac rong, loi, dong cua FE,
[ E—(—o0,4+0)] la ham Legendre bi chan, kha vi
Fréchet déu, 1,,T, :C = C ld hai anh xa tia tiém

cdn khong gi&n’hodn todn Bregman. Khi dé, ton tai
hai day so thuc e, },if,}  sao cho
a, =0, >0 va ham ¢@:R">R", ¢(0)=0
lién tuc va tang chat sao cho voi moi xeC,
peF(L)NF(T), taco

D (p.I"X)< Dy (p,x) + o, (D (p, X)) + B,
voi 1=1,2.

Ching minh. Vi 7, (véi i=1,2) la anh xa
tua tiém can khong gidn hoan toan Bregman nén
thee {77}, {y"}  vai
Y RY SR,
£(0)=0 lién tyc va ting chit sao cho véi moi
xeC, peF(T),tacd

Dy(ps "0 £ Dy(p,, ) +v ¢ (D, (p, X)) + 4.
Pit  @(t)=max{{"():i=12} véi =0,
a,=max{y":i=1,2} va B =max{y’ :i=12}.
Khi do, &, >0, £, >0 va ham ¢:R"' > R",
@(0)=0 lién tuc va tang chat sao cho vdi moi
xeC, peF(T)NF(T,), tacod

D, (p,T"'x) <D, (p,x) +a,@(D,(p,x)) + B,
voi i=1,2. []

Két qua sau thiét 1ap su hoi tu cua diy 13p lai
ghép dén diém bat dong chung cia hai 4nh xa twa
tiém can khong gidn hoan toan Bregman trong
khong gian Banach phan xa.

ton tai hai diy s6

W0 50,47 >0 va  ham
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Dinh li 3.3. Gia su E la khong gian Banach
phan xa, C la tdp con khac rong, 101, dong cua E
f:E—>R la ham Legendre, thoa man diéu kién
bire manh, bi chan, kha vi Frechet déu, 16i hoan
toan trén moi tdp con bi chian cua E, T, T, :C > C
la anh xq dong, chinh qui tiém cdn déu, twa tiém
can khéng gian hoan toan Bregman sao cho
F=F(T)NF(,)#< va bi chan. Xét {x,} la
day dwoc xac dinh boi:

z; € 6,6, =C

y =VfI1=b)Vfz )+b VAT z )

zn — vf* [(1 - aw )vf(j—;”xn.) + avr vj(yu )]
C. = {z €C : Df(z,z_“_) < Df(z,.r”) +7.}
2, = P (@),

+1

trong do  y,=a,supp(D (p,x)+pB,, Vi
peF

{a, .46,y va ham @ xdc dinh nhw trong chimg
minh Bé d@é 3.2, P(f] la phép chiéu Bregman cuia
E vao C,,, {a,},{b,} <[0,1] sao cho
liminfa,(1-a,)>0 va liminfb (1-5,)>0. Khi
do, {x,} hoi tu dén PL(x).

Chirng minh. Phép ching minh dugc chia
thanh 6 budc nhu sau.

Budce 1: Ching minh Pr(x,) xdc dinh. That
vy, theo BS dé 2.21, ta co F(T)), F(T,) 1a tap déng
va 16i. Do d6 F = F(T)F(T,) la tap dong va 16i
trong C. Vay P/ (x,) dugc xé4c dinh.

Bwéce 2: Chitng minh 1‘3{1 xdc dinh voi moi
nelN. Taco
Cn+] o {Z € Cn :DJ,(Z,Z”) = Dj'(zﬂx.v1)+7/n}

={zeC,: f(2)-f(z,)—(Vf(z,)z—z,)

Sf(Z)—f(x”)—<Vf(x"),:—x”>+}/”}

={zeC, (Vf(x,),z—x_)—(Vf(z,),z—z,)

Sf(xf:)_f(z;))+}/n}'
bat
Hn = {Z € E : <vf(xn) —Vf(zn)’z> S

(Vf(x,)x,)—(Vf(z,),2,)

+f(x,)—f(z,)+7.} Khi do,

C,. =C nH, . Dodo

Ci=G ﬁ(ﬂ;;] H,)

Ta c6 H, 1a tap 16i, dong véi moi k. Do do,
vi C,=C latap 1i, dbng nén C,,, 1a tap 16i, dong
vGimoi n.

Tiép theo, ta chimg minh F < C, véi moi
neN. Ta ¢6 Fc(C =C. Gia su FcC, voi
keN'". Ta chimg minh F cC,,,. That viy, ta lay
xeF. Vi FcC, nén xeC,. Sir dung Nhéan xét
2.4 ), ta 6
D, (x,,) =D (x,Vf [(1=8)Vf (x) +bVf (I}'x,)])

<b,D;(x,T%)+(1=b)D; (x,x,)
Sbk[Df(x,xk)+ak¢)(Df(x,xk))+ﬂk]
+(1=b,)D,(x,x,)

=D, (x,x,) + b, (D, (x,x,)) + b, 5,

<D(xx)+a,0o(D(x,x. )+ B, (3.1)
va
D, (x,2,) =D (x,Vf'[(1-a Vf (T x,) + a,Vf (y)])
<a,D,(x,y,)+(1-a,)D,(x, %)
<a,D;(x,y,)+(1-a)[D,(x,x,)
o, (D, (x,%) + ]
Thay (3.1) vao (3.2) ta dugc
D, (x,z,)<q[D,(x,x,) + a,p(D,(x,x,)) + B,]
+H(1=a )[D,(x,x,) + (D, (x,x,)) + B,]
=D, (x,x,)+a, (D (x,%,)) + B,

=D )+ a SR D 5 A )+ By

(3.2)

=D, (x,x,)+7,.

Piéu nay chimg to xeC,,. Viy FcC,,,.
Theo nguyén Iy quy nap ta dugc F < C,,, véi moi
neN,. Vi FcC , va F# nén C_, # voi

n+l n+l

moi neN. Do do, P(f (%) xac dinh.
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Buée 3: Chimg minh {x,} bi chan va
hmD (X 5%:) ton tai. That vay, vi x, :P({ (x,)

nén theo Ménh dé 2.11 ta co
D, (u,x,)+ D, (x,,%)< D (u,x,)

n?

(3.3)

voi ueC,. Liy xeF. Vi FcC, nén xeC,.
Khi dé, trong (3.3), ldy u=x, tacd
D (x,x,)+ D, (x,,x) < D (x,x,).

Khi do

D ( u?‘xl)gDj'('xﬂxl)_Df(xﬂxn)SDf(x’xl)' Suy
ra {D,(x,,x)} bi chin. Theo Ménh d& 1.12(1), ta
dugc {x, } bichan. Vi

X P L(x)eC,,,cC, nén ldy u=x,,, trong
(3.3),taco

Df(xiHl’xn) +Df(xn?xl) =0 (xn+17 )
Suy ra Df(xn!xl)SDf(x;Hl"x])_Df(xn;+l"xn)
<D ( n+l7 )

Do d6 {D,(x,,x,)} la ddy khong giam. Viy gidi

han 11,1210 D, (x,,x) ton tai.

Buéc 4: Chitng minh limx":peC. That

vay, voi m>n, X, = Pf (x)eC,cC,. Trong
(3.3) chon u =x,,, ta duoc
D (x,,x,)+D(x,,5)<D,(x,,x) (3.4)
Khi do, tir (3.4) ta co
0<D/(x,,x,)<D/(x,.%)—D,(x,,x). (3.5)

Trong (3.5), cho n,m —oo va su dung gidi

han lim D,(x,,x) ton  tai, ta dugc
lim D (xm,xn) =0. Vi {x,} bi chin va
n,m—0

lim D (x,,x,)=0 nén theo Ménh dé 2.10, ta c6

M=

lim ||x, —x, |[=0. Suy ra {x,} la day Cauchy

trong C. Vi E la khong gian Banach va C la tap
dong nén ton tai p € C sao cho limx, = p.

Buwéce 5: Chung minh pedF. That vay, vi

lim ||x, —x, ||=0 nén

n,m—w

26

lim | x, (3.6)

_xn+l ||= 0'

Vix, €C, nén

Dy (%,.152,) < Dp(x,1,X,) +7,- 3.7)

K12y
Voi xeF, sudung (3.3),taco
Df (r,x,) =< Df (x.x,)— Df(xn,xl).

Két hop diéu nay véi day {D,(x,.x)} bi
chén, ta suy ra {D,(x,x,)} bi chén. Do do, ton tai
M>0 sao D (x,x,)<M. Khi do6
0<y,=gq, Sup o(D,(x,x,))+ B,

cho

<a,supp(M)+f, =a,p(M)+p,.  (3.8)

xeF

Trong (3.8) cho n—0, st duyng lima, =0 va

H—»0

limg, =0, ta duoc limy, =0. Cho n—>oo trong

n—rwo n—yw

(3.7) ta duoc
ImD, (x,,,z,)=0.

n—w

Theo Bude 2, tacd D, (x,z,) <D (x,x,)+7,.

(3.9)

Két hop diéu nay véi diy {D,(x,x,)} bi chin, ta
suy ra day {D,(x,z,)} bi chdn. Theo Ménh de
1.12(2), ta duge ddy {z,} bi chan. Do do, sir dung

Ménh dé 2.10, tir (3.9), ta c6 }ii_>m0c”x"+' -z ||=0
Ta lai co |

1, =2, 1<l %, =%, [+ 11 X0 =2, 1. (3.10)

Lay gi¢i han trong (3.10) va sir dung (3.6), ta duoc

,{EEHX"_:"”:O‘ (3.11)

Vi f 1a ham kha vi Frechet déu nén f lién
tuc déu }rén tdp con bi chan cia ‘E. Hon nira, theo
Ménh dé 2.1, ta co6 V[ lién tuc déu trén tap con bi
chan cua E. Do do, tir (3.11), ta dugc

lim | £(x,) = /(z,) |=0. (3.12)
va
lim | V7 (x,) = V/(z,) | =0. (3.13)
Twong tu (3.2), ta co
D,(x,z,)<a,D,(x,y,)+(1-a,)[D,(x,x,)
+a,p(D,(x,x,))+ B, ]. (3.14)
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Vi {x,}bi chin va Vf lién tuc déu nén
{Vf(x,)} bi chin. Két hop diéu nay véi (3.13), ta
suy ra {V/(z,)} bi chan. Tiép theo, két hop bét
dang thirc

D, (x.T7'%,)< D, (x.x,) + a,(D(x,x,)) + B,

v6i{D,(p,x, )}, } va {B,} la cac day bj chin, ta
suy ra day {D,(x,7"x,)} bi chdn. Theo Ménh dé
2.12(2), ta duwgc {7"x,} bi chan.Tu do, ta suy ra
{Vf(I"x,)} bi chan. Do d6 ton tai #>0 sao cho

{Vf(x)tc B va {Vf(T'x )< B . Khi do, su
dung B6 dé 3.1, ta co

D (x,y,) =D, (xVf [(1-5,)Vf(x,) +5,Vf (I"x,)])
<(1-5,)D,(x,x,)+b,D,(x,T"x,)
=b,(1=b,)p; (IVf (x,) = Vf (T"x,) )
£(1-5,)D,(x,x,)+5,[D,(x,x,)
+a,9(D,(x,x,)) + B.1
—b,(1-5). (I (x,) = Vf (I}"x,) )
<D, (x,x,) + &, @(D, (x,x,) + B,
b, (1=b,)p: IV () =¥/ (%) ). (3:15)
Thay (3.15) vao (3.14) ta dugc
D, (x,z,) < a,[D/(x,x,) + a,@(D,(x,x,))

+B,-b,(0=b)p,(IVf (x,) - V/(I"x,) D]
Hl=a,)[D/(x,x,) + (D (x,x,) + 5]

= Df(x?xir)_'- }/n

—a,b,(1=b,)p, (I Vf (x,) = Vf (1"x,) .
Suy ra

a,b,(1=b,)p (I Vf (x,)=Vf(T"x,) )
< Df (X3 ) —Df(x,z”) +,.

(3.16)
Mat khac
| Dy (x,x,)=D;(x,2,)]
= =D, (x,,z,) +{Vf(z,) = Vf(x,),x=z,)|
<[ Dp(x,,2,) |+ [{Vf(z,) = Vf(x,),x = z,)
= f(x,) = f(z,)=Vf(z,).x, —2,)|
+{Vf(z,)=-Vf(x,),x=z,)|

<) = FEI+IKVS (), %,

+x—x, [[IVAE) -V ()l

<) = SEIHIVAE -l x, =2, |l

+x—x, [I.11Vf(z,)=Vf(x)Il- (3.17)
Trong (3.17) cho n— o0, su dung (3.11), (3.12),
(3.18), tinh bi chan cua tap F, day{x, }, {Vf(x,)}
va {Vf(z,)}, taduoc

lim| D, (x,x,)—D,(x,z,)|=0

-z, |

hay im D, (x,x,) - D,(x,z,)=0. (3.18)

Léy gidi han trong (3.14) va st dung (3.18),
limy, =0, lminfab,(1-5,)>0, ta dugc

lim o’ (|| V£ (x,) = Vf(T"x,) |[)=0. Tir tinh chét cta
p., tasuy ra
im || V£ (x,) = Vf(I/"x,) [|=0.

Vi x, > p khi n—>w va Vf lién tuc déu trén
mdi tdp con bi chin nén

(3.19)

lim | V/ (5,) = V/(p)[=0.  (3.20)
Ta co
IV =V D) IV () -V ) |

HIVF () =V ). (3.21)

Lay gigi han trong (3.21) va sir dung (3.19), (3.20)
ta dugc

lim || V/ (T}"x,) = V/ (p) | =0.

Luu y ring theo Ménh d& 1.16, ta c6 Vf =(Vf)™

va V/7 lién tuc déu trén mdi tap con bi chidn. Do

do, tur déng thirc trén ta dugce
lim | 77"x, - p | =0. (3.22)

Lap ludn twong ty nhu trén, tr (3.19) ta dugc

lim|[7"x, —x, ||=0. Talai cé

1%, = p SN G %, =T, | +1| T"x, — p||.(3.23)

Vi I} chinh qui tiém cén déu trén C nén

llmSup || T;’H'Ix” - ﬂ"x” ||: 0'

n—w

(3.24)
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Trong (3.23) cho n— oo va s dung (3.21), (3.24)
ta  duoc  lim| T"'x, —pll=0. Do do,
im7,(7"x,) = p. Két hop diéu nay véi (3.22) va
tinh dong cua 7;, ta dugc 7, p = phay

peF(T). (3.25)

Tiép theo, voi xeF, tuong tg voi chimg minh
(3.1), taco
D, (x,y,)=D;(x,x,) +a, (D, (x,x,)) + 3, (3.26)
Do {D,(x,x,)}.{e,} va {B,} la diy bi chan nén tur
(3.26), ta ¢ {D,(x,y,)} la day bi chan. Theo
Ménh dé 1.12(2), ta suy ra {y,} bi chan. Vi {y }
bi chdn va Vf lién tuc déu nén {Vf(»,)} bichin.
Tiép theo, két hgp bat dang thirc
D, (x,I)'x,) < D/ (x,x,) + a,p(D(x,x,)) + B,
voi {D,(x,x,)} e, } va {f,} la cac déy bi chan, ta
¢6 {D,(x,T)'x,)} bi chan. Theo Ménh dé 2.12(2),
ta dugc {7x,} bi chin. DPiéu nay din dén
{Vf(I}x,)} bichin. Do do ton tai £ >0 sao cho
{Vf(yn)} - Bg Vél {Vf(?;”x”)} = Bg'
Khi do, str dung B6 dé 3.1, ta duoc
Df(x’ Zu) = Df (x,Vf*[(l - an )Vf(jt;”xu) + anvf(yn )])
< aan (x,y,)+(1—a, )Df (1 x)
= a, Df (x’yli) Tt (1 - an)[Df (‘x’xn)
+an Q)(Df (x’ 'xn )) + ﬂn]
—a,(1-a,)p;(IVf (T;x,) -V (y) ). 3.27)
Khi do, thay (3.26) vao (3.27), ta dugc
D, (x,z,) <D, (x,x,) +a,¢(D,(x,x,))+ B,
—a,(1=a,)p,(IVf(T3'x,) =N/ () )
SDf(x’xn)+yn
~a,(1-a,) (I Vf (T%,) =V (3,) )
Diéu nay dan dén
a,(=a)p;(I1Vf (%) -V (¥ D
<D (x,x,)—D;(x,2,)+ 7,

(3.28)

28

Liy gi6i han trong (3.28) va st dung (3.18),
limy, =0 ta dugc

lima, (1-a,)p; (| Vf (7%,) = V/ (3, [) =0. (3.29)

Trong (3.29) cho n — 0 va st dung

liminfa,(1-a,)>0,

két hop tinh chét ciia p;, ta dugc
lim | V/ (T}x,) = Vf (3, |=0.

Tiép theo, két hop f lién tuc déu trén tip con bi

(3.30)

chin cia £ va lim|x,—p|=0, ta duoc
lim | £(x,)~ £ (p) |=0. Talai co

| D, (p,x,)|=| f(P)- f(x,)—{Vf(x,),p—x,)]|

<|f(p)-f (%)l

+H|V &) 2=, |- (3.31)
Lay gi¢i han trong (3.31), st dung
lim | x, - p[|=0valim | £(x,)~ £(P)[|=0,
ta dugc lim| D, (p,x,)|=0 hay

lim D, (p,x,)=0. (3.32)

Vi p e F(T)) nén tuong tir voi chimg minh (3.1), ta co

Dy (p:y,) <Dy (p.x,) + 4, p(D(p.x,) + B, Lay
giéi han trong bat ding thic trén, st dung

liﬁ?o“" =lLr£10 pB.=0 wva (332) ta duoc
lim D, (. y,) =0. Theo Ménh dé 2.8, ta co
lim[|y, = p[=0. (3:33)

Khi do6, két hop (3.33) véi Vf lién tuc déu, ta duoc

lim [|Vf (y,) =V/(p)[[=0. (3.34)
Hon niia, ta c6
IVA(@x) -V (DI <IIVF(T'x,) -V ()

+IV/ ) =-VS(pI- (3.35)

Lay gidi han trong (3.35) va sir dung (3.30), (3.34)
ta dugc lim || V/'(Zy'x,)—Vf(p)||=0. Két hop dicu

nay véi V£ =(Vf")" va Vf* lién tuc déu trén mdi
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tdp con bi chin, ta co

lim || 7"y, — p[|=0. (3.36)
Ta lai co
1T x, = plI<II T x, =T, |
+|L'x, —pll- (3.37)
Vi 7, tiém can chinh qui déu trén C nén
lim || 7", — 73", ||=0. (3.38)

Lay gidi han trong (3.37) va sir dung (3.36), (3.38)
ta duge lim | 7)""'x, — p||=0 haylim7,(7}'x,) = p.
Két hop diéu nay vai (3.36) va tinh dong ctia 7, ta
duge T,p=p hay p e F(T,).Két hop didu nay voi
(3.25), tadugc pe F(T,)NF(T,) hay peF.

Buéc 6: Chirng minh p=P,(x,). That vay, vi

X, =P (x,) nén theo Ménh dé 1.10, ta ¢6

(Vf(x)-Vf(x,)x, - 20
voi moi yeC,. Ldy weF. Vi FcC, nén
weC,.Khi do, chon y=w trong (3.39), ta dugc

(Vf(x)=Vf(x,),x, —w) =0 (3.40)

voi moi we F. Ldy gioi han trong (3.40) va sir
dung limx, = p tacd

(Vf (x)=Vf(p)p—w)=0.
Do d6, theo Ménh dé 2.11, ta duge p =P, (x,). [

H¢ qua 3.4. Theo Nhan xét 2.20, mdi 4nh xa
tua tiém can khong gidn Bregman 1a anh xa tya
tiém cdn khong gian hoan toan Bregman. Do do, tur
Dinh i 3.3 taﬂnhgir} dugc két qua héi tu cua day lap
(3.41) dén diém bat dong chung cua hai anh xa tua
tiém cén khong gian Bregman.

X el G =C

Y, =Vf[(A-b,)Vf(x,)+b,Vf(T, x,)]
z, =Vf'[(-a,)Vf(T,x,)+a,Vf(y,)]
Cou=12€C,:D;(z,2,) £ D;(z,x,)}

xn+| = P(‘-{;] (xl)'

(3.39)

(3.41)

H¢ qua 3.5. Xét E la khong gian Banach tron
va phin xa, f(x)=]| x|’ v6i x e E. Theo Nhan xét
2.7, day lap {x,} trong Dinh li 3.3 tr¢ thanh

xe€C,C =C

¥y, =J 7 (A=b,)J(x,) +b,J(T"x,)]
z,=J ' [(1-a,)J(T)x,) +a,J(y,)]
Ca=teel, 1 d(z,2)S¥zx,)+7,}
Xnsl = HCM (%),

(3.42)

vOi y, =a,supp(@(p,x,))+ B, va day 1ap (3.41)

peF
tr¢ thanh

xeC,C=C

¥, =J 7 [(1=5,)J(x,)+b,J(T, x,)]
,=J (=a ) (T, x,)+a,J(y,)]
wt =12 €C,19(2,2,) < (2, x,)}
X, =11 (%)

Péng thoi, 4nh xa tua tiém cén khong giin hoan
toan Bregman tr¢d thanh anh xa tya ¢ -tiém cén

(3.43)

(8]

0

khong gian hoan toan; anh xa twa tiém can khong
gian Bregman tr¢ thanh 4nh xa tya ¢ -tiém cén
khong gidn. Do d6, két luan cia Pinh 1i 3.3 ding
cho day lap (3.42) véi 7,7, 1a hai anh xa tya ¢ -
tiém can khong gidn hoan toan; két luan cua Hé
qua 3.4 ding cho day lap (3.43) voi 1,7, 1a hai
anh xa tua ¢ -khong gian tiém can.

Vi du sau minh hoa cho sy hdi tu cia day lap
trong Pinh 1i 3.3.

Vi du 3.6. Xét £E=R, C=[0,0.9] va anh xa
f(x)=x" véi xeR. Khi do, Vf(x)=2x va
f (@) =sup{(z,x) - f(x):xe R}

2
¥4

=sup{zx —x° :xef?\}:?,

Vf”(z):g. Do do, véi x,y e R, tacod

D (x,y)=f(x)— f W)V (¥)x—y)
=x' =y —(2y,x- )

=x* —y* =2yx+2y* =(x—y).

Xét anh xa 71,1,:C—>C xac

Tx=x" va T,x=x" véi xeC. Khi do,

F(T)=F(T,)={0} va

dinh b
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F=F(T,)NF(I})={0}.

Hon nita, véi xeC, ta co (x*)* <x*. Pidu
nay dan dén
D, (pI7) =D, (0,17%)= (" )’ £x* = D, (0,)
:Df(p:x)+an¢(Df(p1x))+ﬁn
voi a, =, =0. Do do, 7, 1a anh xa tua tiém cin
khong gidn hoan toan Bregman. Tuong tu, 7, la
anh xa ftya tiém cén khong gian hoan toan

Bregman. Nhu vdy, cac gia thiét cua Pinh Ii 3.3
dugc thoa man. Do do, day ldp {x,} trong Dinh i

3.3 c6 dang diy (3.44) hoi tu dén 0= P, (x) véi
x, =0,5.

yﬂ = (1 Y bf’,‘ )xﬂ + bﬂ (x)] )2”

z,=(1-a)(x, )3" +a,y, (3.44)
xﬂ‘ + :if
T e
2

Tiép theo, chung t6i minh hoa dang di¢u hoi
tu ctua day lap (3.44) trong mét sO truong hop cu
thé cua hai ddy tham s6 {a,} va {b,}. Ki hi¢u m
1a s6 bude lip ma day {x,} xap xi 0 voi sai sb
107'°. Bang tinh toan trén phdn mém Sci-lab 6.0 ta
dugc két qua sau:
98n+1

100n

Trwong hop 1: a, = va mot s6 truong hop

b, €(0,1) nhu sau:

Triecong hop 1.1: b, = 98n+1 , tinh dugc m = 56.
100n
. il .
Truong hop 1.2: b, =Jon’ tinh dugc m =590.
n

Truwong hop 1.3: b, —%, tinh duge m=125.

n+4
2n+4

Truong hop 1.4: b, = , tinh dugc m=116.

Dang diéu hoi tu cua 4 day lap trong trudng
hop 1 dugc thé hién nhu sau:

30

3 40 45 S0 55 0 65 70 75 80

Hinh 1. Dang diéu hdi tu ciia 4 day lap
trong trwong hop 1

Truong hop 2: a, = Bl va mot so truong hop
100n

b, €(0,1) nhu sau:
98n+1

Truong hop 2.1: b, = ST tinh duge m=>54.

n

Truong hop 2.2: b, = ’;OH’ tinh dugc m=55.
n

Truong hop 2.3: b, = %, tinh duge m = 54.

n+4
2n+4

Truong hop 2.4: b, = , tinh dugc m =>54.

Déng diéu hoi tu cua 4 day lap trong trudng
hop 2 duge thé hién nhu sau:

y
:

Hinh 2. Dang diéu hi tu ciia 4 diy lap
trong trudomg hop 2

30 35 40 45 S0 85 G0 o

+1 ;
Truong hop 3: a, = " va mdt s6 truong hop

3n+12
b, €(0,1) nhu sau:
Truomg hop 3.1: b, = 918”(; L, tinfidirge. m=54
n
. n+l
Truong hop 3.2: b, = , tinh dugc m=73.
3n+12



Tap chi Khoa hoc Dai hoc Béng Thap, Tap 11, S6 2, 2022, 19-32

Trudng hop 3.3: b, =21 tinh duge m=85.
1007

Trueong hop 3.4: b, = %, tinh duge m=67.

Dang di¢u hoi tu cua 4 day 13p trong trudng
hop 3 dugc thé hién nhu sau:

3a a0 a8 m0
wha 1B R

Hinh 3. Dang di€u hoi tu cia 4 diy lap
trong truong hop 3
2n+5

va mot sd truomg h
In+12 ' S

Truong hop 4: a, =

g

b, €(0,1) nhu sau:

Truong hop 4.1: b, = celind , tinh duge m=55.
100
Trueong hop 4.2: b, = ﬁ, tinh dugc m=76.
3n+12

Truong hop 4.3: b, = ;Prl

, tinh duoc m =183.
n

Truong hop 4.4: b, = %, tinh dugc m =88.

Dang di¢u hoi tu cua 4 day 1dp trong trudong
hop 4 duge thé hién nhu sau:

% 20 25 30 35 40 45 S50 55 60 O5 70 75 80

Hinh 4. Dang di€u hoi tu cia 4 diy lap
trong truong hgp 4

n

Truong hop 5. a =% va mot sé truong hop

b, €(0,1) nhu sau:
Truong hop 5.1: b, = %, tinh duge m=79.

98n +1

Truong hop 5.2: b, = 00 tinh duge m =55.

n

n+1
Truwong hop 5.3: b =
ruong hop T

, tinh duoc m=126.
n

Truong hop 5.4: b, = nt4
2n+4

, tinh duoc m =86.

Déng di¢u héi tu cua 4 ddy 13p trong trudong
hgp 5 duge the hién nhu sau:

35 40 45 S0 55 &0 &5 70 75 80

Hinh 5. Dang diéu hdi tu ciia 4 day lap
trong trwong hop 5

Tir 5 trudng hop trén, ta théy tde do hoi ty cua
day lap dang (3.44) dén diém bat dong chung 0 phu
thugc vao vi¢c chon diy {a,} va {b,}. Hon nira,
trong trudng hop 1, voi diy {a,} 16n (gan 1) va
trong mét s6 truong hop cia diy {b,} = (0,1), toc
d6 hoi tu cua day (3.44) cham hon trong cac truong
hop con lai; con trong truong hop 2, voi day {a,}
nho (gan 0) va trong mot s6 truomg hop cua diy
{b,} = (0,1), toc do hoi tu cua diy (3.44) nhanh
hon trong cac trudong hgp con lai.

Loi cim on: Bai bdo nay dugc hd trg bai
Trudng Dai hoc Dong Théap véi DE tai nghién ciu
khoa hoc cua sinh vién ma so SPD2020.02.03.
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