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ABSTRACT 

In this paper, we study some important properties of the upper 
and lower semicontinuity involving ordered cone of vector 
mappings. Using these generalized semicontinuities mappings 
together with some assumptions related to continuity property, 
we  investigate the properties of the solutions to weak and 
strong vector equilibrium problems in normed space. All the 
kinds of properties are considered such as  the compactness of 
the solution sets, the upper semicontinuity of the solution 
mappings and the well-posedness for the considered problems. 

TÓM TẮT 

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu các tính chất của các 
hàm vector nửa liên tục trên và nửa liên tục dưới theo nón thứ 
tự. Sử dụng các hàm nửa liên tục suy rộng này cùng với một số 
giả thiết liên quan đến tính liên tục, chúng tôi đã nghiên cứu 
các tính chất của nghiệm bài toán cân bằng vector mạnh và 
cân bằng vector yếu trong không gian định chuẩn. Các tính 
chất được khảo sát ở đây bao gồm: tính compact của các tập 
nghiệm, tính nửa liên tục trên của các ánh xạ nghiệm và các 
dạng đặt chỉnh của các bài toán được xem xét. 

Trích dẫn: Đặng Thị Mỹ Vân, 2016. Tính nửa liên tục của hàm vector và các tính chất nghiệm của bài toán 
cân bằng vector. Tạp chí Khoa học Trường Đại học Cần Thơ. 44c: 1-8. 

1 MỞ ĐẦU 

Khái niệm liên tục, bao gồm tính liên tục, liên 
tục đều, liên tục Lipschitz, liên tục Hölder, của 
hàm số là một trong các khái niệm đặc biệt quan 
trọng của toán học. Tính liên tục là công cụ chính 
yếu trong việc nghiên cứu các chủ đề quan trọng 
của các lớp bài toán, như sự tồn tại nghiệm, tính ổn 
định nghiệm, sự đặt chỉnh và thuật toán tìm 
nghiệm,… Trong toán học nói chung và trong tối 
ưu hoá nói riêng, việc mở rộng từ trường hợp bài 
toán vô hướng sang trường hợp bài toán vector là 
yêu cầu cần thiết, nhằm đáp ứng được các tình 
huống đặt ra trong thực tế. Tất nhiên, khi nghiên 

cứu các lớp bài toán mở rộng này, các khái niệm 
của hàm vô hướng của dữ liệu bài toán, cũng được 
mở rộng tương ứng sang trường hợp hàm có giá trị 
vector, hàm đa trị,… Khi khảo sát các bài toán thực 
tế, các dữ liệu thường không thoả mãn các điều 
kiện liên tục, và do đó việc giảm nhẹ khái niệm 
liên tục là cần thiết. Để giải quyết vấn đề này, các 
nhà toán học đã sử dụng đến các khái niệm về giới 
hạn dưới (liminf) và giới hạn trên (limsup) của dãy 
để xây dựng các khái niệm nửa liên tục (dưới và 
trên) cho hàm số thực. Từ ý tưởng đó, các khái 
niệm về tính liên tục suy rộng cho hàm vector cũng 
được rất nhiều người quan tâm đề xuất. Tuy nhiên, 
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chưa có bài báo nào khảo sát một cách tương đối 
đầy đủ các tính chất của hàm vector nửa liên tục 
được thác triển từ lớp hàm số thực nửa liên tục như 
trên.  

Trong những năm gần đây, tối ưu hoá là một 
trong những lĩnh vực phát triển rất mạnh của toán 
học, nhằm đáp ứng các yêu cầu thực tế của nhiều 
lĩnh vực trong cuộc sống như kinh tế, xã hội, y 
học,… Một trong các bài toán được sử dụng để 
nghiên cứu các mô hình toán học của các bài toán 
ứng dụng là bài toán cân bằng, bài toán này được 
giới thiệu vào năm 1994 (xem Blum and Oettli, 
1994). Mô hình bài toán cân bằng là dạng hợp nhất 
của nhiều bài toán khác nhau, như bài toán tối ưu, 
bài toán cạnh tranh trong kinh tế, lý thuyết trò chơi, 
bài toán mạng giao thông,…  Bên cạnh các chủ đề 
về sự tồn tại nghiệm (xem Ansari et al., 2001; Fu 
and Wan, 2002), tính ổn định và phân tích độ nhạy 
nghiệm (xem Ait Mansour and Riahi, 2005; Anh 
and Khanh, 2004, 2006, 2007,2008; Bianchi and 
Pini, 2003), thuật toán tìm nghiệm (xem Anh et al., 
2013; Iusem and Sosa, 2010; Muu and Quy, 2015; 
Quoc et al., 2008), thì sự đặt chỉnh của lớp bài toán 
cân bằng cũng dành được nhiều sự quan tâm 
nghiên cứu trong thời gian gần đây. Sự đặt chỉnh 
có thể hiểu theo hai nghĩa cơ bản sau. Nghĩa thứ 
nhất đã được Hadamard giới thiệu vào năm 1902 
(xem Hadamard, 1902), đó là sự tồn tại duy nhất 
nghiệm và sự phụ thuộc liên tục của nghiệm vào 
dữ liệu của nghiệm bài toán tối ưu. Năm 1966, 
Tikhonov đã đề xuất khái niệm đặt chỉnh cho bài 
toán tối ưu không có ràng buộc, mà ngày nay được 
gọi là đặt chỉnh Tikhonov. Bài toán được gọi là đặt 
chỉnh Tikhonov nếu nó có nghiệm duy nhất và mọi 
dãy nghiệm xấp xỉ đều hội tụ về nghiệm duy nhất 
của bài toán (xem Tikhonov, 1966). Từ hai dạng cơ 
bản của sự đặt chỉnh, cho đến nay đã được phát 
triển và mở rộng rất nhiều, nhằm đáp ứng ngày 
càng tốt hơn khi khảo sát các bài toán thực tế trong 
cuộc sống (xem Anh et al., 2012, 2013; Kimura et 
al., 2008; Zolezzi, 1995, 2001 và các tài liệu tham 
khảo trong đó).  

Từ những sự quan sát ở trên, trong bài báo này 
chúng tôi giới thiệu và nghiên cứu các tính chất của 
hàm vector nửa liên tục trong không gian được sắp 
thứ tự theo nón. Đề xuất khái niệm mới về sự đặt 
chỉnh cho lớp bài toán cân bằng vector. Sử dụng 
tính chất của hàm vector nửa liên tục suy rộng để 
nghiên cứu tính compact của tập nghiệm, tính nửa 
liên tục của ánh xạ nghiệm và sự đặt chỉnh của lớp 
bài toán cân bằng trong không gian được sắp thứ tự 
theo nón.  

Cấu trúc của bài báo được trình bày như Mục 2 
trình bày mô hình các bài toán cân bằng vector, 
giới thiệu khái niệm đặt chỉnh và nhắc lại các khái 
niệm và tính chất cần thiết được dùng trong phần 
tiếp theo. Mục 3 giới thiệu khái niệm hàm vector 
nửa liên tục trên và nửa liên tục dưới trong không 
gian được sắp thứ tự theo nón và nghiên cứu các 
tính chất của chúng. Các kết quả về điều kiện cần 
và đủ cho tính compact của các tập nghiệm, tính  
ổn định và sự đặt chỉnh của bài toán cân bằng được 
trình bày trong Mục 4. Mục 5 đưa ra các nhận xét 
về kết quả đạt được của bài báo và một số định 
hướng nghiên cứu phát triển từ các kết quả chính 
của bài báo. 

2 BÀI TOÁN CÂN BẰNG VECTOR  

Cho ܻ là một không gian vector topo. Tập con 
ܣ ⊂ ܻ được gọi là tập lồi, nếu với mỗi ݔ, ݕ ∈  và ܣ
ߣ ∈ ሾ0; 1ሿ, ta luôn có ݔߣ ൅ ሺ1 െ ݕሻߣ ∈  .ܣ

Định nghĩa 2.1 (Göpfert et al., 2003). Cho ܻ là 
một không gian vector topo.Tập con ܥ ⊂ ܥ ,ܻ ്
∅, được gọi là nón nếu với mỗi ݔ ∈ ߣ và ܥ ∈
ሺ0,൅∞ሻ ta luôn có ݔߣ ∈  .ܥ

Nón ܥ được gọi là nón lồi, đóng nếu ܥ là tập 
lồi, đóng (tương ứng). 

Nón ܥ được gọi là nón có đỉnh nếu ܥ ∩
ሺെܥሻ ൌ ሼ0ሽ. 

Trong ܻ với nón lồi, đóng, có đỉnh ܥ ⊂ ܻ, ta 
xét quan hệ sau: 

,ݔ ݕ ∈ ܻ: ݔ ൒஼ ݕ ⟺ ݔ െ ݕ ∈  .ܥ

Khi đó, quan hệ “൒஼” là một quan hệ thứ tự 
(từng phần) trong ܻ. Trong trường hợp, ܥ ∪
ሺെܥሻ ൌ ܻ, thì quan hệ trên sẽ trở thành quan hệ 
thứ tự toàn phần, tức là, với mọi cặp ݔ, ݕ ∈ ܻ, ta 
luôn có ݔ ൒஼ ݕ hoặc ݕ ൒஼  Không gian ܻ với .ݔ
quan hệ ൒஼, được gọi là không gian sắp thứ tự theo 
nón. Trong không gian sắp thứ tự theo nón, với 
,ݔ ݕ ∈ ܻ, ta định nghĩa: 

ݔ ൐஼ ݕ ⟺ ݔ െ ݕ ∈ intܥ, 

ݔ ൑஼ ݕ ⟺ ݔ െ ݕ ∈ െܥ, 

ݔ ൏஼ ݕ ⟺ ݔ െ ݕ ∈ െintܥ. 

Cho ܺ, ܻ là các không gian vector topo, phép 
cho tương ứng ܨ mỗi phần tử ݔ ∈ ܺ với duy nhất 
tập con, ký hiệu bằng ܨሺݔሻ, trong ܻ được gọi là 
ánh xạ có giá trị tập (hay ánh xạ đa trị) từ ܺ vào ܻ 
và được ký hiệu là ܨ:ܺ ⇉ ܻ. Khi đó ܺ được gọi là 
miền xác định của ܨ và tập graphܨ ൌ
ሼሺݔ, ሻݕ ∈ ܺ ൈ ܻ: ݕ ∈  được gọi là đồ thị của	ሻሽݔሺܨ
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 được gọi là lồi, đóng nếu đồ thị ܨ Ánh xạ đa trị .ܨ
của nó tương ứng là tập con lồi, đóng trong ܺ ൈ ܻ.  

Định nghĩa 2.2 (Aubin and Frankowska, 1990). 
Cho ܺ, ܻ là các không gian vector topo và ܳ: ܺ ⇉
ܻ là một ánh xạ đa trị.  

(a) ܳ được gọi là nửa liên tục trên (usc) tại 
଴ݔ ∈ ܺ, nếu với mỗi lân cận ܷ của ܳሺݔ଴ሻ, luôn tồn 
tại lân cận ܰ của ݔ଴ sao cho ܳሺݔሻ ⊂ ܷ, với mọi 
ݔ ∈ ܰ.  

(b) ܳ được gọi là nửa liên tục dưới (lsc) tại 
଴ݔ ∈ ܺ, nếu với mỗi lân cận ܷ với ܳሺݔ଴ሻ ∩ ܷ ് ∅, 
luôn tồn tại lân cận ܰ của ݔ଴ sao cho ܳሺݔሻ ∩ ܷ ്
∅, với mọi ݔ ∈ ܰ. 

 ܳ được gọi là liên tục tại ݔ଴ nếu nó vừa nửa 
liên tục trên và vừa nửa liên tục dưới tại ݔ଴.  

 ܳ được gọi là thoả mãn một tính chất ߙ nào 
đó trong tập con ܣ ⊂ ܺ, nếu ܳ thoả mãn tính chất 
đó tại mọi điểm ݔ ∈ ܣ Trong trường hợp .ܣ ൌ ܺ ta 
bỏ qua cụm từ “trong ܺ” trong phát biểu. 

Bổ đề 2.1 (Aubin and Frankowska, 1990). Cho 
ܺ, ܻ là các không gian metric và ánh xạ đa trị 
ܳ:ܺ ⇉ ܻ.  

(i) ܳ là usc tại ݔ଴, nếu với mỗi lân cận ܷ của 
ܳሺݔ଴ሻ, với mỗi dãy ሼݔ௡ሽ trong ܺ hội tụ đến ݔ଴, 
luôn tồn tại số tự nhiên ݊଴ sao cho, với mỗi ݊ ൒ ݊଴ 
ta có ܳሺݔ௡ሻ ⊂ ܷ.  

(ii) ܳ là lsc tại ݔ଴, nếu với mỗi dãy  ሼݔ௡ሽ trong 
ܺ hội tụ đến ݔ଴	và với mỗi ݕ଴ ∈ ܳሺݔ଴ሻ, luôn tồn tại 
dãy ሼݕ௡ሽ, ݕ௡ ∈ ܳሺݔ௡ሻ sao cho ݕ௡ → ݊ ଴ khiݕ → ∞.  

Định nghĩa 2.3 (Hu and Papageorgiou, 1997). 
Cho ܺ, ܻ là các không gian vector topo, và ܳ: ܺ ⇉
ܻ là một ánh xạ đa trị.  

(a) ܳ được gọi là nửa liên tục trên Hausdorff 
(H-usc) tại ݔ଴, nếu với mỗi lân cận ܤ của gốc trong 
ܻ, luôn tồn tại lân cận ܰ của ݔ଴ sao cho, ܳሺݔሻ ⊂
ܳሺݔ଴ሻ ൅ ݔ với mỗi ,ܤ ∈ ܰ. 

(b)ܳ được gọi là nửa liên tục dưới Hausdorff 
(H-lsc) tại ݔ଴, nếu với mỗi lân cận ܤ của gốc trong 
ܻ, luôn tồn tại lân cận ܰ của ݔ଴ sao cho, ܳሺݔ଴ሻ ⊂
ܳሺݔሻ ൅ ݔ với mỗi ,ܤ ∈ ܰ.    

ܳ được gọi là liên tục Hausdorff  tại ݔ଴, nếu nó 
vừa H-usc và vừa H-lsc tại ݔ଴. 

Cho ܺ, Λ là các không gian metric và ܻ là 
không gian định chuẩn, ܥ ⊂ ܻ là một nón lồi, 
đóng, có đỉnh và intܥ ് ∅. Cho ܭ: Λ	 ⇉ ܺ	là ánh 
xạ có giá trị tập hợp và ݁: Λ →  là một ánh xạ liên ܥ	

tục. Cho ݂: ܺ ൈ 	ܺ ൈ Λ → 	ܻ là một hàm vector. 
Với mỗi ߣ ∈ Λ, ta xét các bài toán cân bằng vector 
yếu và mạnh tương ứng sau:  

ሺWEPఒሻ Tìm ݔ଴ ∈  ሻ, sao choߣሺܭ

݂ሺݔ଴, ,ݕ ሻߣ ≮஼ 0, ݕ∀ ∈  .ሻߣሺܭ

ሺSEPఒሻ Tìm ݔ଴ ∈  ሻ, sao choߣሺܭ

݂ሺݔ଴, ,ݕ ሻߣ ൒஼ 0, ݕ∀ ∈  .ሻߣሺܭ

Để đơn giản, thay vì ký hiệu họ các bài toán 
trên bởi ሼሺWEPఒሻ: ߣ ∈ Λሽ và ሼሺSEPఒሻ: ߣ ∈ Λሽ, ta sẽ 
ký hiệu các tập hợp đó bằng (WEP) và (SEP), 
tương ứng. Với mỗi ߣ ∈ Λ, các tập nghiệm của các 
bài toán ሺWEPఒሻ và ሺSEPఒሻ lần lượt được ký hiệu 
bởi ܵ௪ሺߣሻ và ܵ௦ሺߣሻ, tức là  

ܵ௪ሺߣሻ ൌ ሼݔ ∈ :ሻߣሺܭ ݂ሺݔ଴, ,ݕ ሻߣ ≮஼ 0, ݕ∀ ∈  ,ሻሽߣሺܭ

ܵ௦ሺߣሻ ൌ ሼݔ ∈ :ሻߣሺܭ ݂ሺݔ଴, ,ݕ ሻߣ ൒஼ 0, ݕ∀ ∈  .ሻሽߣሺܭ

Định nghĩa 2.4. Cho ߣ ∈ Λ và dãy ሼߣ௡ሽ ⊂ Λ	là 
dãy hội tụ đến ߣ. Dãy ሼݔ௡ሽ, ௡ݔ ∈  ௡ሻ, được gọiߣሺܭ
là một dãy xấp xỉ của bài toán ሺWEPఒሻ (hay 
ሺSEPఒሻ) tương ứng với dãy ሼߣ௡ሽ, nếu tồn tại dãy số 
thực dương ሼߝ௡ሽ hội tụ về 0 sao cho, với mỗi ݊ và 
với mỗi ݕ ∈  ௡ሻ, ta luôn cóߣሺܭ

݂ሺݔ௡, ,ݕ ௡ሻߣ ൅ ௡ሻߣ௡݁ሺߝ ≮஼ 0, 

ሺ	݂ሺݔ௡, ,ݕ ௡ሻߣ ൅ ௡ሻߣ௡݁ሺߝ ൒஼ 0, tương	ứngሻ. 

Định nghĩa 2.5.  Bài toán (WEP) (hay, (SEP)) 
được gọi là đặt chỉnh theo các nhiễu (hay ngắn 
gọn, đặt chỉnh), nếu với mỗi ߣ ∈ Λ,  

(a) bài toán ሺWEPఒሻ (tương ứng, ሺSEPఒሻ) có 
nghiệm;  

(b) với mỗi dãy ሼߣ௡ሽ ⊂ Λ hội tụ đến ߣ, với mỗi 
dãy xấp xỉ ሼݔ௡ሽ của bài toán ሺWEPఒሻ (hay, ሺSEPఒሻ) 
tương ứng với dãy  ሼߣ௡ሽ, luôn tồn tại dãy con hội tụ 
đến một phần tử của tập nghiệm ܵ௪ሺߣሻ (tương ứng, 
ܵ௦ሺߣሻ).  

Định nghĩa 2.6.  Bài toán (WEP) (hay (SEP)) 
được gọi là đặt chỉnh duy nhất theo các nhiễu (hay 
ngắn gọn, đặt chỉnh duy nhất), nếu với mỗi ߣ ∈ Λ,   

(a) bài toán ሺWEPఒሻ (tương ứng, ሺSEPఒሻ) có 
nghiệm duy nhất;  

(b) với mỗi dãy ሼߣ௡ሽ ⊂ Λ hội tụ đến ߣ, với mỗi 
dãy xấp xỉ ሼݔ௡ሽ của bài toán ሺWEPఒሻ (hay, ሺSEPఒሻ) 
tương ứng với dãy  ሼߣ௡ሽ, luôn hội tụ đến nghiệm 
duy nhất của bài toán ሺWEPఒሻ (tương ứng, ሺSEPఒሻ).  

Với mỗi ߣ ∈ Λ, ߝ ൒ 0, ta ký hiệu các tập ߝ-
nghiệm của các bài toán ሺWEPఒሻ và ሺSEPఒሻ lần lượt 
bởi መܵ௪ሺߣ, ሻ và መܵߝ ௦ሺߣ,   ሻ, nghĩa làߝ
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መܵ௪ሺߣ, ሻߝ ൌ ሼݔ ∈ :ሻߣሺܭ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻߣ ൅ ሻߣሺ݁ߝ ≮஼ 0, ݕ∀
∈  ,ሻሽߣሺܭ

መܵ ௦ሺߣ, ሻߝ ൌ ሼݔ ∈ :ሻߣሺܭ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻߣ ൅ ሻߣሺ݁ߝ ൒஼ 0, ݕ∀
∈  .ሻሽߣሺܭ

3 TÍNH NỬA LIÊN TỤC CỦA HÀM 
VECTOR  

Trong mục này chúng tôi xét lớp các hàm 
vector nửa liên tục theo nón và nghiên cứu các tính 
chất cơ bản của các lớp hàm này.  

Cho dãy số thực ሼݔ௞ሽ, đặt ݕ௠ ൌ sup	ሼݔ௞: ݇ ൒
݉ሽ và ݖ௠ ൌ infሼݔ௞: ݇ ൒ ݉ሽ. Khi đó, các dãy ሼݕ௠ሽ 
và ሼݖ௠ሽ tương ứng là các dãy không tăng và không 
giảm. Do đó, nếu dãy ሼݔ௞ሽ bị chặn thì hai dãy trên 
có giới hạn và khi đó ta gọi các giới hạn đó lần lượt 
là các giới hạn trên và giới hạn dưới của dãy, và ký 
hiệu là lim

௠→ஶ
௠ݕ ൌ limsup௞→ஶݔ௞ và lim

௠→ஶ
௠ݖ ൌ

liminf୩→ஶݔ௞.  

Định nghĩa 3.1 (Morgan and Scalzo, 2006). 
Cho ܺ là không gian metric và ݂: ܺ → ܴ.  

(a) ݂ được gọi là nửa liên tục trên tại ݔ଴ ∈ ܺ, 
nếu với mọi dãy ሼݔ௡ሽ hội tụ đến ݔ଴, ta luôn có 
݂ሺݔ଴ሻ ൒ limsup௞→ஶ݂ሺݔ௞ሻ. 

(b) ݂ được gọi là nửa liên tục dưới tại ݔ଴ ∈ ܺ, 
nếu – ݂ nửa liên tục trên tại ݔ଴, hay một cách tương 
đương, với mọi dãy ሼݔ௡ሽ hội tụ đến ݔ଴, ta luôn có 
݂ሺݔ଴ሻ ൑ liminf௞→ஶ݂ሺݔ௞ሻ. 

Từ định nghĩa ta thấy rằng, ݂ liên tục tại ݔ଴, tức 
là ݂ሺݔ଴ሻ ൌ lim

௞→ஶ
݂ሺݔ௞ሻ, nếu và chỉ nếu ݂ là nửa liên 

tục trên và nửa liên tục dưới tại ݔ଴. 

Từ Định nghĩa 3.1, ta dễ dàng chứng minh 
được mệnh đề sau đây. 

Mệnh đề 3.1.  Cho hàm số ݂: ܺ → ܴ. Khi đó,  

(i)݂ nửa liên tục trên trong ܺ, nếu và chỉ nếu 
tập mức ݈݁ݒஹ௔݂ ൌ ሼݔ ∈ ܺ: ݂ሺݔሻ ൒ ܽሽ đóng trong 
ܺ, với mọi ܽ ∈ ܴ. 

(ii)݂ nửa liên tục dưới trong ܺ, nếu và chỉ nếu 
tập mức ݈݁ݒஸ௔݂ ൌ ሼݔ ∈ ܺ: ݂ሺݔሻ ൑ ܽሽ đóng trong 
ܺ, với mọi ܽ ∈ ܴ. 

Lấy ý tưởng từ khái niệm nửa liên tục cho hàm 
số thực, ta xây dựng các khái niệm nửa liên tục của 
hàm vector trong không gian được sắp thứ tự theo 
nón như sau. 

Định nghĩa 3.2.  Cho ܺ là không gian metric 
và ܻ là không gian định chuẩn, ܥ ⊂ ܻ là một nón 
lồi, đóng, có đỉnh và ánh xạ ݂: ܺ → ܻ. 

(a) ݂ được gọi ܥ-nửa liên tục trên (ܥ-usc) tại 
଴ݔ ∈ ܺ, nếu với mỗi lân cận ܸ của gốc trong ܻ, 
luôn tồn tại một lân cận ܷ của ݔ଴, sao cho với mỗi 
ݔ ∈ ܷ, ta luôn có  

݂ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ܸ െ  .ܥ

(b) ݂ được gọi ܥ-nửa liên tục dưới (ܥ-lsc) tại 
଴ݔ ∈ ܺ, nếu – ݂ là ܥ-nửa liên tục trên tại ݔ଴, hay 
một cách tương đương, với mỗi lân cận ܸ của gốc 
trong ܻ, luôn tồn tại một lân cận ܷ của ݔ଴, sao cho 
với mỗi ݔ ∈ ܷ, ta luôn có  

݂ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ܸ ൅  .ܥ

      ݂ được gọi là ܥ-liên tục tại ݔ଴ nếu ݂ vừa là 
   .଴ݔ lsc tại-ܥ usc và vừa-ܥ

Định lý 3.1. Cho ܺ, ܻ,  và ݂ như trong Định ܥ
nghĩa 3.2. Khi đó, các điều kiện sau đây là tương 
đương. 

(i) ݂ là ܥ-nửa liên tục trên trong ܺ. 

(ii) Với mỗi ݔ଴ ∈ ܺ và ݀ ∈  tồn tại một ,ܥݐ݊݅
lân cận ܷ của ݔ଴ sao cho  

݂ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݀ െ ,ܥݐ݊݅ ݔ∀ ∈ ܷ. 

(iii) Với mỗi ݔ଴ ∈ ܺ và ܽ ∈ ܻ, ݂ିଵሺܽ െ  ሻܥݐ݊݅
là tập mở trong ܺ.  

Chứng minh. Trước tiên ta chứng minh (i) và 
(ii) là tương đương với nhau.  

ሺ݅ሻ ⟹ ሺ݅݅ሻ: Xét ݔ଴ ∈ ܺ và ݀ ∈ intܥ. Đặt ܸ ൌ
݀ െ intܥ. Khi đó  ܸ là một lân cận của gốc  
trong ܻ. Theo (i), ta suy ra tồn tại lân cận ܷ của ݔ଴ 
sao cho 

݂ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ܸ െ ,ܥ ݔ∀ ∈ ܷ. 

Vì ܥ là nón lồi nên – intܥ െ ܥ ൌ െintܥ, nên ta 
suy ra  

݂ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݀ െ intܥ, ݔ∀ ∈ ܷ, tức là, (ii) 
nghiệm đúng. 

ሺ݅݅ሻ ⟹ ሺ݅ሻ: Lấy ݔ଴ ∈ ܺ và ܸ là một lân cận của 
gốc trong ܻ. Vì ܥ là nón với phần trong khác rỗng, 
nên tồn tại ݀ ∈ intܥ sao cho ݀ ∈ ܸ. Theo giả thiết 
(ii), tồn tại lân cận ܷ của ݔ଴ sao cho 

݂ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݀ െ intܥ, ݔ∀ ∈ ܷ,	và do đó, 

݂ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ܸ െ ,ܥ ݔ∀ ∈ ܷ, tức là, (i) thoả 
mãn. 

Bây giờ ta chứng minh (ii) và (iii) là tương 
đương với nhau. 

ሺ݅݅݅ሻ ⟹ ሺ݅݅ሻ: Giả sử với mỗi ܽ ∈ ܻ, ݂ିଵሺܽ െ
intܥሻ là tập mở. Lấy ݀ ∈ intܥ, và ݔ଴ ∈ ܺ, ta có  
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଴ݔ ∈ ݂ିଵሺ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݀ െ intܥሻ. Vì ݂ିଵሺ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݀ െ
intܥሻ là tập mở, nên tồn tại một lân cận ܷ của ݔ଴ 
sao cho ܷ ⊂ ݂ିଵሺ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݀ െ intܥሻ, nghĩa là 

݂ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݀ െ intܥ, ݔ∀ ∈ ܷ, tức là, (ii) 
thoả mãn. 

ሺ݅݅ሻ ⟹ ሺ݅݅݅ሻ: Với mỗi ܽ ∈ ܻ và ݔ଴ ∈ ݂ିଵሺܽ െ
intܥሻ. Đặt ݀ ൌ ܽ െ ݂ሺݔ଴ሻ. Khi đó, ݀ ∈ intܥ. Theo 
giả thiết (ii), ta suy ra tồn tại lân cận ܷ của ݔ଴ sao 
cho 

݂ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݀ െ intܥ, ݔ∀ ∈ ܷ. 

Từ đó suy ra, 

ܷ ⊂ ݂ିଵሺ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݀ െ intܥሻ. 

Vì vậy, ݂ିଵሺܽ െ intܥሻ là tập mở trong ܺ.         

Đối với tính nửa liên tục dưới ta cũng có kết 
quả tương tự sau đây. 

Định lý 3.2. Cho ܺ, ܻ,  và ݂ như trong Định ܥ
nghĩa 3.2. Khi đó, các điều kiện sau đây là tương 
đương. 

(i) ݂ là ܥ-nửa liên tục dưới trong ܺ. 

(ii) Với mỗi ݔ଴ ∈ ܺ và ݀ ∈  tồn tại một ,ܥݐ݊݅
lân cận ܷ của ݔ଴ sao cho  

݂ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ െ ݀ ൅ ,ܥݐ݊݅ ݔ∀ ∈ ܷ. 

(iii) Với mỗi ݔ଴ ∈ ܺ và ܽ ∈ ܻ, ݂ିଵሺܽ ൅  ሻܥݐ݊݅
là tập mở trong ܺ.  

Chứng minh. Do kỹ thuật chứng minh tương 
tự như trong chứng minh của Định lý 3.1, nên ta bỏ 
qua việc trình bày chi tiết cho việc chứng minh 
định lý trên.         

Nhận xét 3.1. Từ Mệnh đề 3.1 và các Định lý 
3.1 và 3.2 ta thấy rằng trong trường hợp đặc biệt, 
khi ܻ ൌ ܴ và ܥ ൌ ሾ0,൅∞ሻ, thì các khái niệm ܥ-
nửa liên tục trên và ܥ-nửa liên tục dưới, tương ứng 
trở thành các khái niệm nửa liên tục trên và nửa 
liên tục dưới theo nghĩa thông thường của hàm số 
thực (trong Định nghĩa 3.1).   

Kết quả sau đây cho phép ta có thể thực hiện 
các phép tính cơ bản trên các lớp hàm vector nửa 
liên tục trong không gian được sắp thứ tự theo nón. 

Định lý 3.3. Cho ܺ, ܻ,  như trong Định nghĩa ܥ
3.2 và ݂, ݃: ܺ → ܻ là các hàm vector. Khi đó, nếu 
݂ và ݃ là các hàm ܥ-nửa liên tục trên trong ܺ thì, 

(i) ݂ ൅ ݃ là ܥ-nửa liên tục trên trong ܺ; 

(ii) với mỗi số thực ݇ ∈ ሺ0,൅∞ሻ, ݂݇ là ܥ-nửa 
liên tục trên trong ܺ. 

Chứng minh.  

(i) Với mỗi ݔ଴ ∈ ܺ và ݀ ∈ intܥ. Vì ݂, ݃ là các 
hàm nửa liên tục trên, nên tồn tại các lân cận ଵܷ, 
ܷଶ của ݔ଴ sao cho  

݂ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ ൅
1
2
݀ െ intܥ, ݔ∀ ∈ ଵܷ, 

݃ሺݔሻ ∈ ݃ሺݔ଴ሻ ൅
1
2
݀ െ intܥ, ݔ∀ ∈ ܷଶ. 

Do đó,  

݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻ ∈ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݃ሺݔ଴ሻ ൅ ݀ െ ,ܥݐ݊݅ ݔ∀
∈ ܷ ൌ ଵܷ ∩ ܷଶ. 

Theo Định lý 3.1 ta suy ra ݂ ൅ ݃ là ܥ-usc trong 
ܺ. 

(ii) Lập luận tương tự ta cũng thu được tính ܥ-
usc của hàm vector ݂݇ với mỗi ݇ ∈ ሺ0,൅∞ሻ.         

Với các lập luận tương tự như trong chứng 
minh của Định lý 3.3, ta thu được kết quả sau đây 
đối với lớp hàm vector nửa liên tục dưới. 

Định lý 3.4. Cho ܺ, ܻ,  như trong Định nghĩa ܥ
3.2 và ݂, ݃: ܺ → ܻ là các hàm vector. Khi đó nếu ݂ 
và ݃ là các hàm ܥ-nửa liên tục dưới trong ܺ thì, 

(i) ݂ ൅ ݃ là ܥ-nửa liên tục dưới trong ܺ. 

(ii) Với mỗi số thực ݇ ∈ ሺ0,൅∞ሻ, ݂݇ là ܥ-nửa 
liên tục dưới trong ܺ. 

4  SỰ ĐẶT CHỈNH CỦA BÀI TOÁN CÂN 
BẰNG  

Vì điều kiện tồn tại nghiệm cho lớp các bài toán 
cân bằng đã được nghiên cứu sâu rộng (xem Ansari  
et al., 2001; Fu and Wan, 2002, và các tài liệu tham 
khảo trong đó), nên trong mục này ta chỉ tập trung 
nghiên cứu các điều kiện cho các tính chất nghiệm, 
bao gồm các tính chất compact của các tập nghiệm, 
tính nửa liên tục và các dạng đặt chỉnh của các bài 
toán (WEP) và (SEP) và luôn giả sử rằng các bài 
toán là có nghiệm trong lân cận của các điểm đang 
xét.  

Bổ đề 4.1 (Anh et al., 2009). Cho ܺ, ܻ là các 
không gian metric và hàm đa trị ܳ: ܺ ⇉ ܻ. 

(i) Nếu ܳሺݔ଴ሻ là tập con compact, thì ܳ nửa 
liên tục trên tại ݔ଴ nếu và chỉ nếu với mỗi dãy ሼݔ௡ሽ 
hội tụ đến ݔ଴, và với mỗi dãy ሼݕ௡ሽ, ݕ௡ ∈ ܳሺݔ௡ሻ, 
luôn tồn tại dãy con ሼݕ௡ೖሽ của dãy ሼݕ௡ሽ hội tụ về 
một phần tử ݕ ∈ ܳሺݔ଴ሻ. 

(ii) Nếu thêm điều kiện ܳሺݔ଴ሻ ൌ ሼݕ଴ሽ là tập 
đơn phần tử,  thì ሼݕ௡ሽ hội tụ về ݕ଴.  
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Định lý 4.1. Giả sử, với ߣ ∈  ሻߣሺܭ ,cho trước 	߉
là tập compact, và với mỗi ݕ ∈ ,ሻߣሺܭ ݂ሺ. , ,ݕ  ሻ làߣ
 ሻ làߣሻ và ܵ௦ሺߣusc. Khi đó, các tập nghiệm ܵ௪ሺ-ܥ
compact.  

Chứng minh. Do kỹ thuật chứng minh là tương 
tự nhau, nên ta chỉ trình bày chi tiết cho chứng 
minh về tính compact của ܵ௪ሺߣሻ. Vì ܭሺߣሻ compact 
nên ta chỉ cần chứng tỏ ܵ௪ሺߣሻ là đóng. Lấy dãy 
ሼݔ௡ሽ ⊂ ܵ௪ሺߣሻ, ݔ௡ → ଴ݔ ଴, ta chứng minhݔ ∈
ܵ௪ሺߣሻ. Vì ݔ௡ là nghiệm của ሺWEPఒሻ, nên với mọi 
݊, ta có ݔ௡ ∈   ሻ vàߣሺܭ

݂ሺݔ௡, ,ݕ ሻߣ ≮஼ 0, ݕ∀ ∈  ሺ1ሻ									ሻ.ߣሺܭ

Do ܭሺߣሻ compact, nên ݔ଴ ∈ ଴ݔ ሻ. Nếuߣሺܭ ∉
ܵ௪ሺߣሻ, tức là tồn tại ݕ ∈  ሻ sao choߣሺܭ
݂ሺݔ଴, ,ݕ ሻߣ ൏஼ 0, tức là, ݂ሺݔ଴, ,ݕ ሻߣ ∈ െintܥ. Do 
đó, tồn tại lân cận ܸ của gốc trong ܻ sao cho 
݂ሺݔ଴, ,ݕ ሻߣ ൅ ܸ ⊂ െintܥ. Vì ݂ሺ. , ,ݕ  usc, và-ܥ ሻ làߣ
௡ݔ → ,௡ݔ଴, nên ta có thể giả sử rằng, ݂ሺݔ ,ݕ ሻߣ ∈
݂ሺݔ଴, ,ݕ ሻߣ ൅ ܸ െ  ,là nón lồi ܥ với ݊ đủ lớn. Vì ,ܥ
đóng, có đỉnh nên intܥ ൅ ܥ ൌ intܥ, và do đó ta 
suy ra ݂ሺݔ௡, ,ݕ ሻߣ ∈ െintܥ, điều này mâu thuẫn với 
(1). Suy ra ܵ௪ሺߣሻ là tập đóng và do đó cũng là tập 
compact.         

Định lý 4.2. Giả sử, ܺ compact,  ܭ liên tục có 
giá trị compact và ݂ là ܥ-nửa liên tục trên. Khi đó, 
các ánh xạ nghiệm መܵ௪ và መܵ ௦ là nửa liên tục trên và 
có giá trị compact trong ߉ ൈ ሾ0,൅∞ሻ.  

Chứng minh. Ta chứng minh chi tiết cho kết 
luận trên đối với መܵ ௦, với kỹ thuật tương tự ta cũng 
thu được kết luận cho trường hợp còn lại. Trước 
tiên ta chứng minh ܵ௦ሺ. ሻ ൌ መܵ௦ሺ. ,0ሻ là usc và có giá 
trị compact trong Λ. Với mỗi ߣ ∈ Λ, Định lý 4.1 
suy ra tính compact của ܵ௦ሺߣሻ. Ta chứng minh tính 
nửa liên tục trên của ܵ௦ bằng phương pháp phản 
chứng. Giả sử ngược lại, tồn tại ߣ ∈ Λ sao cho ܵ௦ 
không usc tại ߣ. Khi đó tồn tại một lân cận mở ܸ 
của ܵ௦ሺߣሻ và dãy ሼߣ௡ሽ ⊂ Λ hội tụ đến ߣ sao cho, 
với mỗi ݊, tồn tại ݔ௡ ∈ ܵ௦ሺߣ௡ሻ\ܸ. Vì ݔ௡ ∈ ܵ௦ሺߣ௡ሻ 
nên ݔ௡ ∈ ,௡ݔ௡ሻ và ݂ሺߣሺܭ ,ݕ ௡ሻߣ ൒஼ 0, ݕ∀ ∈  .௡ሻߣሺܭ

Vì ܺ compact, nên ta có thể giả sử ݔ௡ →  ଴, vớiݔ
଴ݔ ∈ ܺ. Do ܭ usc và có giá trị compact nên ܭ 
đóng, và vì thế ݔ଴ ∈ ௡ݔ ሻ. Vìߣሺܭ ∉ ܸ với mọi ݊, 
nên ݔ଴ ∉ ܵ௦ሺߣሻ ⊂ ܸ, tức là tồn tại ݕ଴ ∈  ሻ saoߣሺܭ
cho, ݂ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻߣ ≱஼ 0, nghĩa là, ݂ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻߣ ∈ ܻ\
 của  gốc ܤ là một tập mở. Do đó, tồn tại lân cận ,ܥ
trong ܻ sao cho,  

݂ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻߣ ൅ ܤ ⊂  .ܥ\ܻ

Vì ݂ là ܥ-usc, nên tồn tại lân cận ܷ của ݕ଴ và 
số tự nhiên ݊ଵ sao cho, với mỗi ݕ ∈ ܷ và ݊ ൒ ݊ଵ,  

݂ሺݔ௡, ,ݕ ௡ሻߣ ∈ ݂ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻߣ ൅ ܤ െ ܥ ⊂ ܥ\ܻ െ ܥ
⊂  .ܥ\ܻ

Vì ݕ଴ ∈ ሻߣሺܭ ሻ, nênߣሺܭ ∩ ܷ ് ∅. Do ܭ lsc  
tại ߣ, nên tồn tại số tự nhiên ݊ଶ sao cho, với mọi 
݊ ൒ ݊ଶ, ܭሺߣ௡ሻ ∩ ܷ ് ∅. 

Đặt ݊଴ ൌ max	ሼ݊ଵ, ݊ଶሽ, khi đó tồn tại ݕ௡଴ ∈
ሺ݊଴ሻܭ ∩ ܷ và ݂൫ݔ௡଴, ,௡଴ݕ ௡଴൯ߣ ∈   ,tức là ,ܥ\ܻ

݂൫ݔ௡଴, ,௡଴ݕ ௡଴൯ߣ ≱஼ 0, điều này mâu thuẫn với 
việc ݔ௡଴ ∈ ܵ

௦ሺߣ௡଴ሻ. Do đó, ܵ௦ là usc.  

Bây giờ ta chứng minh መܵ ௦ là usc và có giá trị 
compact trong Λ ൈ ሾ0,൅∞ሻ. Xét ánh xạ ݃:ܺ ൈ ܺ ൈ
ሾ0,൅∞ሻ ൈ Λ → ܻ được xác định bởi  

݃ሺݔ, ,ݕ ,ߝ ሻߣ ൌ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻߣ ൅  .ሻߣሺ݁ߝ

Vì ݂ là ܥ-usc và ݁ liên tục, nên theo Định lý 3.3 
ta suy ra ݃ là ܥ-usc. Với lập luận tương tự như 
trên, với hàm ݂ được thay bằng hàm ݃, ta suy ra 
rằng መܵ ௦ là usc và có giá trị compact trong Λ ൈ
ሾ0,൅∞ሻ.          

Bây giờ chúng ta đưa ra mối quan hệ quan 
trọng giữa sự đặt chỉnh và tính ổn định của các bài 
toán (WEP) và (SEP).  

Định lý 4.3. Bài toán (WEP) và (SEP) đặt 
chỉnh nếu và chỉ nếu với mỗi ߣ ∈  ánh xạ መܵ௪ và ,߉
መܵ ௦ tương ứng là nửa liên tục trên và có giá trị 
compact tại ሺߣ, 0ሻ.  

Chứng minh. Ta trình bày chi tiết của chứng 
minh cho trường bài toán (SEP), bằng việc sử dụng 
kỹ thuật tương tự với một số thay đổi thích hợp ta 
sẽ thu được kết luận cho trường hợp còn lại. Giả 
sử, với mỗi ߣ ∈ Λ, S෠ୱ tương ứng là nửa liên tục trên 
và có giá trị compact tại ሺλ, 0ሻ. Lấy dãy ሼߣ௡ሽ ⊂ Λ 
là một dãy tuỳ ý ߣ và ሼݔ௡ሽ là dãy xấp xỉ của bài 
toán ሺSEPఒሻ tương ứng với ሼߣ௡ሽ. Khi đó, tồn tại 
dãy ሼߝ௡ሽ ⊂ ሺ0,൅∞ሻ, ߝ௡ → 0 sao cho, với mỗi ݊, 
௡ݔ ∈ ,௡ݔ௡ሻ và ݂ሺߣሺܭ ,ݕ ௡ሻߣ ൅ ௡ሻߣ௡݁ሺߝ ൒஼ 0, ݕ∀ ∈
௡ݔ ,tức là	௡ሻ,ߣሺܭ ∈ መܵ௦ሺߣ௡,  ௡ሻ. Vì S෠ୱ là nửa liênߝ
tục trên và có giá trị compact tại ሺλ, 0ሻ, nên theo 
Bổ đề 4.1, ta suy ra tồn tại dãy con ൛ݔ௡௞ൟ của ሼݔ௡ሽ 
và ݔ௡௞ → ଴ݔ ଴, vớiݔ	 ∈ ܵ௦ሺߣሻ. Vì vậy, bài toán 
(SEP) là đặt chỉnh.  

Ngược lại, giả sử (SEP) đặt chỉnh. Lấy ߣ ∈
Λ, ሼሺߣ௡, ௡ሻሽߝ ⊂ Λ ൈ ܴା, với ሺߣ௡, ௡ሻߝ → ሺߣ, 0ሻ và 
௡ݔ ∈ መܵ௦ሺߣ௡, ,݊ ௡ሻ. Khi đó, với mỗiߝ ௡ݔ ∈  ௡ሻ vàߣሺܭ
݂ሺݔ௡, ,ݕ ௡ሻߣ ൅ ௡ሻߣ݁ሺ	௡ߝ ൒஼ ݕ∀			,0 ∈  nghĩa	௡ሻ,ߣሺܭ
là, ሼݔ௡ሽ là dãy xấp xỉ của ሺSEPఒሻ tương ứng với 
dãy ሼߣ௡ሽ. Vì bài toán (SEP) đặt chỉnh nên tồn tại 
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dãy con của dãy ሼݔ௡ሽ hội tụ đến phần tử trong  
ܵ௦ሺߣሻ ൌ መܵ௦ሺߣ, 0ሻ. Áp dụng Bổ đề 4.1, ta suy ra መܵ ௦ 
là nửa liên tục trên và có giá trị compact tại ሺߣ, 0ሻ.           

Kết hợp các Định lý 4.2 và 4.3 ta có kết  
quả sau: 

Định lý 4.4. Giả sử, ܺ compact,  ܭ liên tục có 
giá trị compact và ݂ là ܥ-nửa liên tục trên. Khi đó, 
các bài toán (WEP) và (SEP) là đặt chỉnh.  

Chuyển sang sự đặt chỉnh duy nhất, ta cũng  
thu được kết quả tương tự như trong các Định lý 
4.3 và 4.4.  

Định lý 4.5. Giả sử, với mỗi ߣ ∈  ሺWEPఒሻ và ,߉
ሺSEPఒሻ có duy nhất nghiệm. Khi đó, các bài toán 
(WEP) và (SEP) là đặt chỉnh duy nhất nếu và chỉ 
nếu መܵ௪ và መܵ ௦ tương ứng là nửa liên tục trên và có 
giá trị compact tại ሺߣ, 0ሻ.  

Định lý 4.6. Giả sử, ܺ compact,  ܭ liên tục có 
giá trị compact và ݂ là ܥ-nửa liên tục trên và giả sử 
thêm rằng với mỗi ߣ ∈  ሺWEPఒሻ và ሺSEPఒሻ có ,߉
duy nhất nghiệm. Khi đó, các bài toán (WEP) và 
(SEP) là đặt chỉnh duy nhất. 

5 KẾT LUẬN 

Trong bài báo này chúng ta đã giới thiệu và 
nghiên cứu các tính chất của lớp các hàm vector 
nửa liên tục trong không gian được sắp thứ tự theo 
nón và áp dụng các tính chất thu được vào việc 
thiết lập các điều kiện đủ cho các dạng đặt chỉnh 
của các bài toán cân bằng vector trong không gian 
định chuẩn. Bằng việc điều chỉnh hàm mục tiêu 
một cách thích hợp, các kết quả chính trong bài báo 
sẽ suy ra các kết quả tương ứng cho các trường hợp 
đặc biệt của bài toán cân bằng như đã đề cập đến ở 
phần mở đầu. Hướng tiếp cận của lớp hàm vector 
nửa liên tục có thể cho ta nhiều gợi ý cho việc xây 
dựng lớp hàm vector tựa liên tục trong không gian 
vector được sắp thứ tự theo nón, và ứng dụng để 
khảo sát các tính chất nghiệm của các bài toán 
vector liên quan đến tối ưu.  
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