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TOM TAT

Muc tiéu nghién czu tinh lién tuc cia anh Xg nghiém hiru hiéu cua bai toan téi wu vecto bi
nhiéu trong khéng gian dinh chudn. Cac khai niém lién quan dén tinh 16i ciia mét anh xa c6
gia tri vecto nhue tinh C-16i, C-16i chat, tinh C-tira 16i ty nhién va C-tira 16i tw nhién chat, cac
khai niém tong qudt lién quan dén cac tinh 16i suy réng cia mgt anh xa o gid tri vecto nhue
tinh C-tya giong 16i tw nhién va C-tya giong 16i tie nhién chat, duwoc thao lugn. Tiép theo, dua
trén ham khodang cdch dinh hwong Hiriart-Urruty, chung toi gigi thiéu mgt ham vé huwong
phi tuyén méi va thao ludgn vé céc tinh chdt co ban ciia né, trong dé tinh lién tuc dong mot
vai tro quan trong trong nghién cizu ciia ching toi. Cudi cuing, stz dung cac tinh chat Cua ham
vé hwdng phi tuyén nay ciing vm tinh compact cua tdp rang bugc va cac gid thiét vé tinh ¢-
lién tuc ciing nhw tinh C-twra giong 14i tie nhién chdt trén ham muyc tiéu, chiing téi da thiét lap
cdc diéu kién dii cho tinh lién tuc ciia anh xg nghiém hiu hiéu ciia bai todn da néu ra.

Tirkhoa: Bai toan toi wu vecto, tinh giong 16i, nira lién tuc, ham khoang cach Hiriart-Urruty,
vo hwong hda phi tuyen
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1. GIOI THIEU

Nghién czu su 6n dinh nghiém cua bai
toan t6i wu vecto 1a mot trong cac chu dé
rat duoc quan tdm trong tdi uu hoa.
Huang (2000) da thiét lap cac két qua 6n
dinh cua tap nghiém hiru hiéu caa bai
todn téi wu vecto va da tri, trong d6 di
licu cua cac bai toan xap xi hoi tu vé dir
liéu cua bai toan gbc theo nghia Painlevé-
Kuratowski. Sir dung tinh chat troi,
Bednarczuk (2004) da nghién ctu cac
tinh chét lién tuc caa anh xa nghiém hiru
hiéu bai toan téi wu vecto da muc tiéu
chtra tham s6. Lucchetti va Miglierina
(2004) da nghién ctru su 6n dinh duéi sy
nhiéu caa ca ham muc tiéu va anh xa rang
budc cho bai toan tdi uu vecto 16i. Crespi
va cac cong su (2009) da nghién ciru cac
tinh chat 6n dinh cua cac bai toan cuc tiéu
hoa vecto bang cach xét ham muc tiéu c6
tinh tya 16i theo non. Lalitha va
Chatterjee (2012) da thiét 1ap su hoi tu
theo nghia Painlevé-Kuratowski cua tap
hO‘p cac diém cuc tiéu, cyc tiéu yeu va Ccac
diém cuc tiéu chinh thudng Henig cua bai
toan nhidu dén tap cuc tiéu trong tng cua
bai toan goc vai gia thiét ham muc tiéu co
tinh tya 16i chat theo nén. Han (2016) da
thiét 1ap cac diéu kién du cho tinh nira lién
tuc trén va nira lién tuc dudi cta anh xa
muc. Sir dung cac tinh chat nay, tac gia
da thiét 1ap cac diéu kién du cho tinh nua
lién tuc trén va nua lién tuc dudi cua anh
xa nghiém hitu hiéu bai toan tdi uu vecto.

Phuong phap vo hudng hda la mot
trong nhiing phuong phép quan trong
trong t6i uu vecto va tdi uu tap. Phuong
phap nay di duoc st dung trong nhiéu
chu dé khac nhau nhu su ton tai nghiém
(Gutiérrez and Lopez, 2020), tinh 6n dinh

nghiém (Xu and Li, 2016), su dat chinh
cia bai toan (Gupta and Srivastava,
2020), va phuong phdp tim nghiém
(K6bis and Kdbis, 2016). Xu va Li (2016)
da gidi thidu mot ham vo hudng phi tuyén
tinh, 1a mot phién ban tong quat caa ham
khoang cach c6 dinh hudng. Cac tac gia
da nghién ctu mot sb tinh chat caa ham
nay nhu tinh don diéu, tinh 15i, tinh nta
lién tuc,... Han (2021) da nghién ctru tinh
16i, tinh lién tuc va tinh lién tuc Lipschitz
ciia ham vo hudng phi tuyén thong qua
ham khoang cach dinh hudng.

Tu nhitng quan sat trén, muc tiéu
nghién cuiru la khao sat tinh lién tuc cua
anh xa nghiém cho bai toan tbi uu vecto.
Chuing tdi gidi thiéu cac khai niém vé tinh
16i suy rong caa mot ham c6 gia tri vecto.
Bén canh do, chiing t6i ciing dé xuat mot
ham vo hudng phi tuyén moi dya trén
ham khoang cach dinh hudng Hiriart-
Urruty va nghién ciu vé tinh lién tuc caa
nod. St dung céc tinh chét nay, ching toi
da thiét 1ap cac diéu kién du cho tinh lién
tuc ctia anh xa nghiém hitu hiéu bai toan
t6i uu vecto.

2. MO DAU

Cho X,Z 1a cac khong gian dinh
chuan, Y Ia khéng gian Banach phan xa,
A 14 tap con khéc rong cua Z va C 1a non
161, dong, c6 dinh véi phan trong khéac
rong cua khong gian Y. Cho P(Y) la tap
hop tat ca cac tap con khac rdng cua Y, By
la qua cau don vi dong trong Y. intA va
bdeA lan luot la phan trong va bién cua
tap con A. Vi hai phan ti batky y,, y, €
Y, ta dinh nghia cac quan h¢ sau day:

VISV, S Y~y ECvay <y,
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Pinh nghia 2.1 Cho K la mot tap hop
I6i trong khong gian X, mot anh xa
f:X - Y duoc goi la

(a) (Luc, 1989) C-léi trén %, néu voi
moi x,,x, € X vat € [0,1],taco

fI(A = )x; + txy)
S (A =0)f () + tf (x2);
(b) (Luc, 1989) C-1si chdt trén K, néu
v6i moi x4, x, € K VoI x; # x, Vat €
(0,1),taco

< (A =6)f(xy) + tf (x2);
(c) C-16i niza chat trén XK, néu véi
moi x4, x, € K V6i f(x;) # f(x,) va
t e (0,1),tacéd

f((A—8)x; + txy)
<A =0)f(x) +tf(x2);
(d) (Han and Huang, 2018) C-tuwa loi
ty nhién trén ¥, néu vai moi x4, x, trong
K vat € [0,1], ton tai s € [0,1], sao cho

f(A=8)x; + tx;)
< (1 =9)f(x1) +sf(x);
(e) (Han and Huang, 2018) C-tira l6i tur
nhién chgt trén %, néu véi moi x4, x, €
K Vvoi x, # x, vat € (0,1), ton tai s €
[0,1], sao cho

f((A=t)x; + txp)
< (A =95)f(xy) + sf(x).
Nhan xét 2.2 R rang, mot anh xa 16i
chat 1a mot anh xa 16i ntra chat, chiéu
nguoc lai noi chung 1a khong dting. Vi du
sau minh hoa rang mot ham 15i nta chat
c6 thé khdng 16i ciing khong 16i chit.

Vi du 2.3 Cho ham sé D dugc xac
dinh nhu sau

D(x) = {1, néu x la mot s6 hiru ti,
0, néu x lamot so vo ti.

(Ham D con goi la ham Dirichlet). Khi
do, D la ham 16i ntra chat trén R, nhung
khong 161 ciing khong 16i chat trén R.

Tiép theo, ta gioi thiéu thém cac tinh
16i suy rong cua mot anh xa cé gia tri
vecto nhu sau.

Pinh nghia 2.4 Cho mot tap con khac
rong K cia X, mot anh xa f: X - Y duoc
goi la

(@) C-tia giong 16i tw nhién trén %,

néu véi moi X1, X, €K, tén tai x; EX
va ton tai s € (0,1), sao cho

fO) S (1= 5)f(xy) + 5f(x2);
(b) C-twa giong 161 tir nhién chdt trén
¢, néu véi hai phan tr khac nhau bat ky
X1, X, € I, ton tai x; € K vaton tai s €
(0,1), sao cho

flx3) < (1 —5)f(xy) + sf(xy).
Pinh nghia 2.5 (Luc, 1989) Cho
f:X - Ylamétanh xa c6 gia tri vecto va
x, € X. Khi do, f duoc goi la

(@) ¢-nwa lién tuc dudi (C-1sc) tai x,,
néu vai 1an can V bat ky caa f (x,) trong
Y, ton tai mot 1an can U trong X cua x,
sao cho f(x) € V + C voi moi x € U;

(b) C-nura lién tuc trén (C-usc) tai x,,
néu véi 1an can V bat ky caa £ (x,) trong
Y, ton tai mot 1an can U trong X cua x,
sao cho f(x) € V — C voi moi x € U;

(c) C-lién tuc tai x4, néu N6 vira C-usc
vira C-Isc tai x,.
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Pinh nghia 2.6 (Aubin and
Frankowska, 1990) Cho anh xa da tri
F:X3Y.

(@) F duoc goi la nwa lién tuc trén
(viét tat 1a usc) tai x, néu véi tap mo U
bat ky cua Y thoa man F(x,) c U thi ton
tai mot lan can N cua x, sao cho F(x) c
U véi moi x € N.

(b) F duoc goi la nua lién tuc dudoi
(viét tat 1 Isc) tai x, néu véi tap mo U bat
ky cua Y thoa man F(x,) N U # @ thi ton
tai mot 1an can N cua x, sao cho F(x) N
U+ @vsimoix €N.

(c) Anh xa F duogc goi la lién tyc tai
X, Neu no vura la usc vura 1a Isc tai x,,.

Anh xa F duoc goi la usc, Isc hay lién
tuc trén tap A < X néu nd thoa man cac
tinh chét twong tmg do tai tat ca cac diém
thudc A. Trong truong hgp A = domF thi

ta bo qua cum tr “trén A” trong cac phat
bicu.

3. HAM VO HUONG HOA PHI
TUYEN

Trudc hét ta nhic lai ham khoang céch
dinh hudng Hiriart-Urruty dugc gidi
thiéu trong Hiriart-Urruty (1979) va céac
tinh chat caa no.

Pinh nghia 3.1 (Hiriart-Urruty, 1979)
Cho A € P(Y) voi A # Y. Ham khoang
cach dinh huéng Hiriart-Urruty ¢ 4: Y —
R dugc xac dinh nhu sau, véi moi y €'Y,

Vi du 3.2 Cho Y =R?, A =—R3,
x=(-2,-1), y=(3,-2), z=(1,2),
khi d6 ¢_gz2 (x) = -1, ¢_gz (y) =3 va
‘P—Ri(z) = /5.

8]

.

Hinh 1. Minh hea ham khoang cach Hiriart-Urruty
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B6 dé 3.3 (Jiménez et al., 2020) Cho
y la mot phan tir bat ky trong Y. Khi do,

(a) .4 1215i, néu A 13 16i.
) p4(y) <0 y€intA.
(€©) pa(y) =0 © y € bdA.

Bo deé 3.4 (Jiménez et al., 2020) Cho
vy, va y, la hai phan tir bat ky trong Y.
Khi do,

@y, <ysuyrag_c(y,) <
©_c(y2).

(b) y1s <yzsuyrag_c(y;) <
fp—e(}’z)-

© o-c1+y2) <@_c(y) +
0_c(y2).

Tiép theo, chiing t6i nghién ctru mot s
tinh chat cia ham khoang cach dinh
hudéng Hiriart-Urruty.

B6 dé 3.5 Cho r 1a mot sb thuc. Khi
do,

@y erBy—Cl = [p_c(y) <
|7 I1.

(b) [y € rBy —intC] & [p_c(y) <
|7 I1.

Chang minh. Vi k§y thuat chang minh
giong nhau, ta chi trinh bay chitng minh
cho khang dinh (a). Cho y Ia mot phan tur
bat ky trong Y. Vi bat ky y € rBy — C,
ta xét hai treong hop.

Triwong hop 1. Néu y € (=€), thi
P_c(y) =—=dy, Y\ (=€) =0=|r|

Truong hop 2. Néu y ¢ (=C), thi

@_c(y)=dy,—C)<|r|Viy ErBy —
C,vadodd ¢_c(y) < |r|.

Nguoc lai, gia st @_-(y) < 0, theo
B6 dé 3.3 (b) va (c), taco y € (=C) c
rBy — C Véi moi r € R\{0}. Néu 0 <
P-_c(y) < r|, thi

Y_c(y)=dl,—C) = gelg ly+cll
<|r|.

Theo Ménh dé 2.3 trong Borwein va
Fitzpatrick (1989), ta c6 c' € C, Iy +
c'l<|r|, va do d6 yerBy—C. Ta
duogc diéu phai chitng minh.

Cho f: X X A - Y lamot anh xa c6 gia
tri vecto, ta xét ham s6 & X X X X A —
R, dugc xac dinh nhu sau, véi moi x, z €
X,p €A

§(z,x,p):=p_c(f(z,p) — F(x,p)).

Phan con lai caa muc nay, ta sé nghién
ctru cac tinh chat lién tuc ciia ham &, céc
tinh chat nay dong mot vai trd quan trong
trong phan tiép theo.

Bo dé 3.6 Cho f:X x A - Y la mot
anh xa cé gia tri vecto va K la mot tap
con khéac rong cua X. Khi do,

(a) € 1a nua lién tyc dudi theo bién thir
nhat va nira lién tuc trén theo bién thir hai
trén K, néu f 1a ¢-ntra lién tuc dudi theo
bién tha nhat trén %C.

(b) & la nira lién tyc trén theo bicn thu
nhat va nira lién tuc du6i theo bién thir hai
trén 7, néu f la C-ntra lién tuc trén theo
bien thir nhat trén K.

(c) £ 1a lién tuc theo bién thir nhat va
bien tha hai trén I X K, néu f la C-lién
tuc theo biéen thir nhat trén K.

Chizng minh. Vi k¥ thuat chirng minh
tuong tu nén trong khang dinh (a) va (b),
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ta chi chitng minh cho tinh nua lién tuc
cua ¢ theo bién thir nhat trén K. Lay a €
Xvap € A.

Véi khang dinh (a), ta chung minh
rang L%, &:={x €K | &(x,a,p) <71} I
mét tap dong véi bat ky r € R, nghia 13
Vvé6i bat ky day {x,} c L%, x, hoi tu v&
X suy ra x € L%.&. Gia su nguoc lali,
nghia 13, t6n tai 7 € R, {x,} c L%-¢ va
% € X sao cho x,, hoituvé x vax ¢ L%.¢.
Khi d6, ton tai € > 0 va ¢ > 0 sao cho

(p—C’(f(fnl p) - f(a, p)) = f(fn' a, p)

S<r<r+e<r+e+g
<$(x,a,p)
= ¢_c(f(x,p) — f(a,p)).

Két hop diéu nay voi B6 dé 3.5 ta
duoc

f(a,p) € f(xn,p) + (T + &)By
+ intC va f(a,p)
¢ f(x,p) + (T + &+ ¢)By
+e. (D

Néu ton tai n, €N, f(%,,p) €
f(x,p) + ¢By +intC, thi f(a,p) €
fx,p)+(F+ &+ ¢)By+intC, diéu
nay mau thuan vai (1). Vi vay, ta duoc
f(x,,p) & f(x,p) + ¢By + intC VOi
moi n, nghia la,

f(x,,p) € f(X,p) + ¢By + intC +
C. (2)
RO rang V:= f(x,p) + ¢By + intC la
mot 1&n céan cua f (X, p) trong Y, do tinh
C-ntra lién tuc duéi cua £, ton tai mot 1an
can U cua x trong X, véi moi x € U,

f(x,p) € f(x,p) + ¢By + intC + C.
3)

Vi %, hoi tu vé x, ton tai n, € N sao
cho x,, € U v&i moi n > n,. Khi d6, x,
thoa man ca (2) va (3), day 1a diéu mau
thuan. Do d6, L%, € 1a tap dong, va do do
& 1a nira lién tuc dudi theo bién thar nhat
trén K.

Véi khang dinh (b), ta ching minh
rang L%, &= {x €K | &(x,a,p) =71} la
mot tap dong véi bat ky r € R, nghia 1a
v6i bat ky day {x,} c L%.&, x,, = % suy
ra x € L%,¢. Gia st nguoc lai, nghia la,
ton tai 7 € R, {%,} c L%-¢ v ¥ € K sao
chox, » xvax & LZ&. Vix ¢ LE:E,ton
tai e >0 va ¢ > 0 sao cho &(x,a,p) <
F—e<tT—e+¢<t<é&(x,ap).
Khi d6, B6 dé 3.5 cho ta

f(a,p) € f(x,p) + (7 — £)By
+ intC va f(a,p)
¢ f(fn'p) + (f_ €
+ ¢)By + C.

Str dung lap luan tuong ty nhu trong
chimg minh khang dinh (a), ta duoc
f(x,p) & f(x,,p) +¢By + C, va do do6
f(Z%n p) & f(X,p) + ¢By — C, dieu nay
mau thuan vi tinh ¢-ntra lién tuc trén caa
f tai x. Vivay, L%,.& 1a mot tap dong, suy
ra & 1a nta lién tuc trén theo bién thir nhat
trén XK.

Véi khing dinh (c), liy tiy vy
(x0, Vo) € KX X K, theo (a) va (b) trong
bd dé nay, véi moi € > 0, (x,,, v,,) € K X
K hoi tu vé (x, y,), ton tai ny, véi moi
n > ny,

|§(xnr X0, p) -
¢ (xo, %0, D) < - VA 1§ (o, Yo, D) —
§(Vo, Yo P)| < 2; 4)
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glf(xOIxn; P) -
f(XO:xO: p)l < E va |f()/nl Yo, p) -

§o. Yo DI <7, (5)

vGi moi (x,, y,) € U X V. Theo dinh
nghia cua ¢ va Bo d¢ 3.4 (¢), ta co

f(xn: Yn, p) = (p—C(f(xn: p) - f(Yn: p))

< (p—C(f(an p) - f(xo; p)) +
9_c(f(x0,0) — f(v0, D))

+o_c(fo, ) = f(n, D))

S E(xn'XOI p) + f(xOJ yO' p)
+ &) Y, D)

Tuong tu, ta c6 &(xg, Yo, p) <

§(x0, xn, 0) + & (X, Yy ) +
f(ynl yO' p) Khl déa

1€ Cny Yoo 0) — E(x0, Yo, P <
max{lf(xn, xO' p) +
EWor Y P, 1€ (20, X, ) +
§ O Yo, DI} (6)

Két hop (4) — (6), &(x, x,p) = 0 Véi
moli x € ¥, ta chi can xét hai trurong
hop.

Truong hop 1. max{|é(x,,, x, p) +

EWor Yo DI, 1E(x0, X0, D) +
E(ynl yO' p)l}

= |&(xp, %0, P) + Vo, Yy DI
Theo két qua cua khang dinh (a) va
(b) cua bo de nay, ta co
1§ (s Yo 0) — € (0, Yo, 0)
S |€(xn! xO' p)
+¢Wo, Yn, D)
< |E(xnl X0, p) - €(x0' X0, p)l

+ 1§ (Yo, Yy D)
- E(yO!yO!p)l <€

Truong hop 2. max{|¢& (x,, xo, p) +
EWor Y PN, [E (X0, X, ) +
§(n Yo, )1}

= |€(x0! Xn, p) + f(Yn» yO! p) |
Bang 1ap luan tuong tu, ta cling c6
|$ (Xn, Y, P) — (%0, Yo, P)| < €. VY, ta
ket luan € lién tuc tai moi diém
(%0, Vo) € K X K, nghia la & lién tuc
trén I} X K. O

Bang cach ching minh tuong tu, ta
cling co két qua sau.

Bo dé 3.7 Cho f:X x A - Y la mot
anh xa cé gia tri vecto va K la mot tap
con khéc rong cua X. Khi do, & la lién tuc
theo bién thir ba trén A, néu f 1a C-lién
tuc theo bién tha hai trén A.

4. TINH NUA LIEN TUC CUA
ANH XA NGHIEM BAI TOAN TOI
UU VECTO

Muc dich ctia phan nay la nghién cau
cac tinh nura lién tuc cua anh xa nghiém
hitu hiéu cho bai toan tdi wu vecto. Vi
mdi phan tir p € A, ta xét bai toan tbi uu
vecto nhu sau:

(VOP)
min f(x,p) v6i x € K

trong d6 X Y,A nhu trong Muc
2,[:XXA-Y la mot ham cé gié tri
vecto va K la mot tap con khac rong cua
X.

Pinh nghia 4.1 Chop € Avax, € K.
Ta ndi rang x, la mot nghiém hitu hiéu
cua (VOP) néu véi moi x € X, f(x,p) —
f(xOJ p) e —C \ {0}
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Ta ki hiéu tap nghiém ~hﬁ:u hiéu cua
(VOP) la Eff(f,K). V6imoive K, p €
A, ta dat

Sy(p):={z€ X |vdimoix €
X, $(x,v,p) 2 $(2,v,p)}

Pinh i 4.2 Cho X la mot tap con
compact cua X, v € K vap, € A. Gia su
rang f la C-lién tyuc trén K x A. Khi do,
Eff(f, K) la nura lién tuc trén tai p,.

Ching minh. Gia st Eff(f, X) khong
nira lién tuc trén tai p,, nghia 13 ton tai
mot 1an can U cua Eff(f, K), mot day
{p,} hoi tu vé p, va x,, € Eff(f,K) sao
cho x, € U voi moi n. Do X la tap
compact nén ta co thé gia sir x,, hoi tu vé
x, ndo d6 thuoc K. Néu x, & Eff(f, %)
thi ton tai y € X sao cho f(y,po) —
f (xo,00) € —C\ {0}. Vi Xn €
Eff(f,%), nén ta co6 f(y,p,) —
f(xn, ) & —C\ {0}, V6i moi y € K.
Tu tinh lién tuc cua f, ta cO f(y,py) —
f(x0,00) & —C \ {0}. Diéu nay vo ly vi
f(y,p0) — f(x0,00) € —C \ {0}. Do d6
X, € Eff(f,X) c U, day lai la mot mau
thuan vi x, € U véi moi n. Vay
Eff(f, X) la nira lién tuc trén tai p,.

B6 dé 4.3 Cho KX la mot tap con
compactcaaXvap € A. Giasu f(-,p) la
C-tua giéng 161 ty nhién chit va ¢-lién tuc
trén XK. Khi d6, Eff(f,K) =
Upex Sv(p)-

Chitng minh. Vi moi v K vap €
A, ta chang minh riang S,(p) 1a tap don
phan tir véi bat ky v € K.

Vi f 1a ¢-lién tuc, B6 dé 3.6(c) suy ra
¢ lalién tuc, do do ham & (-, v, p) dat duoc
gia tri nho nhat trén ca tap con compact

K cua X, nghia 1a S, (p) la tap khéc rong.
Gia st ton tai hai phan tir khac nhau z;, z,
trong S,(p), do tinh C-tua giéng 16i tu
nhién chat cua f, ton tai £ € KX va pu €
[01], f(%,p) € (1 — 1)f (21, ) +
,Uf(ZZ, p) — intC. Suy ra, f()’(\f, p) -
f(v p) € (1 :u)[f(zl' p) - f(v; p)] +

ulf (zz,p) — f(v,p)] —intC. Ket hop
diéu nay voi cac B dé 3.3(a) va 3.4(b) ta
duoc

§GE,v,p) <@_e((1-WIf(z1,p) - fv,p)]
+ulf (z2,p) — f(v,p)])
< (1= @¢-c(f(z1,0) = f(v,p))
+up_e(f(z2,p) = f(v,p))
= (1 =&z, v,p) + 4§ (22, v,p)
= &(21,v,p) Vi 21,2, € Sy (p)
diéu ndy mau thuan vai z; € S,(p), do
vay S, (p) la tap don phan tir voi moi
v E XK.

Tiép theo, ta chizng minh rang
Eff(f! jC) = Upex Sv(p)

(c) Lay x € Eff(f, K) tuy y, khi do
Véi x e K, f(x,p) — f(X,p) € —C\
{0}, suy ra f(x p) — f(x,p) € —intC.
Két hop diéu nay véi Bo dé 3.3(b) ta duoc
E(x,x,p) =0 =E&(x,x,p) voi moi x €
K, dovay x € Sz(p).

(2) LAy bat Ky X €U,cqc S, (p), ton tai
vy € X sao cho x € S, (p). Do tinh don
phan to cua Sy, (), nén &(x, ag, p) >
§(%, ap,p) voi moi x € X \ {x}. Gia st
nguoc lai x & Eff(f, X), khi d6 ta c6 thé
lay mot vecto X € K, sao cho f(X,p) —
f(x,p)e—-C\{0}c—-C. Suy ra

f(&p)— f(vo»p)<f(xl9) f(vo,p),
va do d6 Bo6 dé 3.4 cho ta £(&,v,,p) <
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§(x, vy, p), day la didu mau thuan. Vay,
X € Eff(f, X).

binh li 4.4 Cho K la mét tap con
compact cua X, v € K va p € A. Gia su
rang
(i)  f la C-tya giéng 16i tu nhién chat
va C-lién tuc theo bién thir nhat trén X;

(ii) £ la ¢-lién tyc theo bién thar hai
trén A.

Khi d6, anh xa cO gid tri vecto
S,(p): K x A - K la nia lién tuc dudi
trén A va do d6 tap nghiém hau hiéu
Eff(f, K) nia lién tuc dudi trén A.

Chi#ng minh. Néu ton tai p, €
A,ma S,(-) khong nua lién tuc dudi tai
Do, thi ton tai mot 1an can mé V cua
S,(Po) va mot day {p,} hoi tu vé p, sao
cho S,(p,,) khbng thuoc vao V + C Véi
moi n. Xét {z,} c K duogc xac dinh boi
Zy: = S, (py) Vi moi n. Vi tinh compact
cua X, ta co thé gia sir {z,} hoi tu vé z, €
K. Tu z, = S, (pn) suy ra §(x, v, p,) =
&(z,, v, p,) VGi Moi x € X, két hop diéu
nay véi gia thiét (ii) va B6 dé 3.6, 3.7 suy
ra  &(x,v,po) = &(20,v,p0)- Tuong
duong, z, = S,(py) €V + C, Vi S,(p,)
12 tap don phan tu, diéu nay 1a khdng thé
Vi {z,} hoi tu vé z, va z, € V + C Vi
moi n. Vay, S, (+) la nira lién tuc dudi tai
moi diém p € A. Theo nhan xét 2.44 cua
Hu va Papageorgiou (1997), U,ex S, (p)
la nira lién tuc dudi tai moi diém p €
A, nghia 1a Eff(f, %) la ntra lién tuc dudi
trén A.

Két hop Pinh 1 4.2 va Dinh 1i 4.4, ta
cé ket qua sau.

Pinh li 4.5 Cho K la mot tap con
compact cua X, v € K va p € A. Gia su
rang

(i)  f la C-tya giéng 16i tu nhién chat
theo bién thir nhat trén X;

(i) £ lac-lién tyc trén K x A.
Khi d6, Eff(f, X) la lién tuc trén A.
5. KET LUAN

Bang cach sir dung céc gia thiét vé tinh
16i suy rong va tinh lién tuc theo non cua
anh xa co gia tri vecto, két hop véi cac
tinh chat ciia ham vo hudng hoa phi
tuyén, chung t6i da thiét 1ap cac diéu kién
du cho tinh lién tuc ctia anh xa nghiém
hitu hiéu cia bai toan téi wu vecto phu
thudc tham sd. Céach tiép can cua chung
t61 khac voi cac két qua da co. Hon nira,
cach tiép can nay c6 thé ap dung cho cac
bai toan quan trong khac trong t6i uu nhu
cac bai toan tbi wu tap, bai toan bao ham
thirc bién phan, ...
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ABSTRACT

The objective was to study the continuity of the efficient solution maps of perturbed vector
optimization problems in normed spaces. The concepts related to the convexity of a vector-
valued map such as C-convexity, strictly C-convexity, naturally quasi C-convexity, and
strictly naturally quasi C-convexity were reviewed. Then, we proposed generalized concepts
related to the generalized convexity of a vector-valued map such as naturally quasi C-
convexlikeness and strictly naturally quasi C-convexlikeness. Based on the Hiriart-Urruty-
oriented distance function, we introduced a new nonlinear scalarization function and
discussed its basic properties, in which continuity played an important role in our analysis.
Finally, employing properties of the nonlinear scalarization function with the compactness
of constraining set and the C-continuity as well as strictly naturally quasi C-convexlikeness
assumptions on the objective map, we established sufficient conditions for continuity of the
efficient solution maps to problems.

Keywords: Convexlikeness, Hiriart-Urruty oriented distance function, nonlinear
scalarization, semicontinuity, vector optimization problems
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