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ban luan an nay.
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MG DAU

Cac ham chinh hinh gia tri vécto 1a cong cu rat hitu ich trong viéc nghién citu cac linh vic
toan hoc khéc, vi du nhu trong Iy thuyét nita nhom mot tham sé hoic trong Iy thuyét phé va
cac tinh toan giai tich ham. Ngay cé khi dé chiing minh céc dinh Iy vé cac ham chinh hinh gia
tri vo huéng, doi lic ciing rat hitu ich néu ta xét cadc ham véi gia tri trong khong gian Banach.

Trong giai tich ham, c6 thé néi rang c6 hai cach tiép can chinh vé6i tinh chat giai tich ctia
cac ham gia tri vécto thong qua cac khai niém ham chinh hinh yéu va chinh hinh, trong dé khai
niém “yéu” 1a dé kiém tra hon nhiéu trong thic hanh. 0 day, ham f: D — F dugc goi 1a chinh
hinh yéu néu wo f 1a chinh hinh v6i moi u € F’, trong d6 E, F' 1a cac khong gian 10i dia phuong

va D la mot mién (tap md va lien thong) trong F.

Ta biét rang, mot ham chinh hinh 1& chinh hinh yéu. Vi vay bai toan dugc dit ra mot cach
tu nhién 13 “Khi nao tinh chat chinh hinh ctia ham f duge quyét dinh néu né chinh hinh yéu?”.
C6 thé néi ngusi dau tien giai quyét bai todn nay vao nam 1938 1a Dunford [18]. Ong khéng
dinh rang diéu nay xay ra khi D < C va F 1a mot khong gian Banach. Sau d6 Grothendieck [25]
md rong két qua nay khi F 1a tya day da. Trong thuec té, diéu nay ciing dung khi F va F 14 cac
khong gian Hausdorff va E' 1a kh& métric [48, Théoreme 1.2.10].

Nhu vay, trong cac trudng hgp trén, néi chung ngudi ta khong kiém tra tinh chinh hinh ciia
mot ham gia tri vécto bing viéc kiém tra cac tinh chit cia dinh nghia, ma sé thuan lgi hon néu

ta tién hanh kiém tra thong qua tinh chinh hinh yéu.

Tuy nhién, ngudi ta cAm nhan rang c6 thé lam bé hon tap thit F’ cho tinh chat chinh hinh
ctia ham f. Khi d6 mot cau héi quan trong duge dit ra 1a “xac dinh tap thi nhé nhat W < F"”
sao cho van dii dé kiém tra tinh chat chinh hinh ciia f. Vi vay mot s6 khai niém chinh hinh yéu
khac (yéu hon khai niém truyén thong) duge dé xuat va nhan dugde syt quan tam nghién cttu rat
gan day. D6 la ham (F,W)-chinh hinh, theo nghia, u o f la chinh hinh v6i moi w € W < F’.
Chinh vi thé, gan day mot s6 tac gid da goi 1a ham chinh hinh “rdt yéu” thay cho tén goi “yéu”
thong thuong nhim phan biét v6i cac khai niem yéu mdi xuat hién.

Dé tra 151 cau hoi do, trong hon thap nién gan day, hai bai toan sau danh duge sy quan tam

dic biét ctia nhiéu nhéom nghién cttu trén thé gidi.

Bai toan 1. Tim kiém cdc l6p F cdic ham (F, W)-chinh hinh trén D < E vdi gid tri trong
F va cdc dieu kién cia cdac khong gian loi dia phuong E, F, cac tap zdc dinh D < E, cdc
tap tht W < F' sao cho moi f € .F déu chinh hinh.

Bai toan 2. Tim kiém cdc lop F cic ham f : M — F va cdc diéu kién cia cdc khong
gian 1oi dia phuong E, F, cdc tap zdc dinh M < E, cdc tap thi W < F' sao cho néu uo f
c6 mot thac trién chinh hinh dén mot lan can D nao dé cia M thi f co thé thac trién
(duy nhat) chinh hinh trén D véi moi f € F.

Két qua sém nhat clia Bai toan 1 ¢6 thé tim thay trong [40, p. 139] cho trudng hop D = C, F
Banach, W xéc dinh chuan va % 1a 16p ham bi chan dia phuong (cfing xem [8, Theorem 1.3]).

N6 1a mot hé qud trice tiép clia cong thiie tich phan Cauchy. Sau dé, trong luan an Tién si ciia



minh, Grosse-Erdmann [23] da md rong két qua trén cho trudng hop W tach diém F nhung véi
mot chiing minh kha phrtc tap.

Nam 2000, trong [8] Arendt va Nikolski da céi thién ching minh ctia Grosse-Erdmann béng
cach sit dung cac dinh 1y Vitali. Tham chi ho con khang dinh ring két qua trén ding cho trudng
hop F 1a khong gian Fréchet. Ciing trong cong trinh nay, cac tdc gid ciing chi ra rang, néu W
khong xac dinh tinh bi chin thi két luan nay khong con ding nita [8, Theorem 1.5]. o) day chu
¥ rang, néu W xac dinh tinh bi chan thi n6 xac dinh chuan. Tinh chét bi chan dia phuong ctia
16p ham .# ciing dugc chitng minh 14 khong thé bé qua. Tuy nhién, cling trong [8], Arendt va
Nikolski da chitng t6 ring, trong truong hop nay néu W la khong gian con hau xac dinh chuan
thi f € .% sé chinh hinh nhung chi trén mot tap con trit mat Dy nao d6 cua D [8, Theorem 1.8].

Sau d6, vao nam 2004, Grosse-Erdmann da dat dudce két qui tong quét ctia Bai toan 1 vdi
D 13 mot mién trong khong gian F 16i dia phuong, F' 1 day di dia phuong, .% 13 16p cac ham
bi chin khuéch dai va W 1a tach diém [24, Theorem 3].

Tu két qua noi trén, trong [23] Grosse-Erdmann dé dang gidi quyét Bai toan 2 cho truong hop
M = D\K, v6i K 1a tap compact trong mién D ctia C, va st thac trién 13 duy nhat [23, Theorem
5.2]. Nam 2004, tac gia nay da gidi quyét bai toan trén cho tap M nho hon so véi két qua trude.
O day tap M dugc gia thiét 1a xac dinh hoi tu déu dia phuong trong H(D) v6i D 1a mot mién
trong C" va % 1a 16p cac ham bi chin trén M n K v6i moi tap compact K < D [24, Theorem
2].

Trong cong trinh [8], Arendt va Nikolski cling quan tam dén Bai toan 2 cho trudng hop M
13 mot tap con c6 diém gidi han trong mién D < C va 16p ham . la tity ¥, con W 1a mot khong

gian con doéng, hau xac dinh chuan ctia F’ [8, Theorem 3.5].

Hau hét cac tac gia ké trén déu st dung cong cu thuan tdy giai tich phic, cu thé 1la ham

chinh hinh nhiéu bién gi4 tri vécto va mot it cong cu ciia khong gian vécto topo.

Vao nam 2007, Bonet, Frerick va Jorda [14,21], thong qua cong cu giai tich ham, 1y thuyét
b6 va nho ki thuat tuyén tinh héa khong gian cdc ham chinh hinh, da gidi quyét Bai toan 2 cho
nhiéu trudng hgp hon. Céc tac gid nay da chitng minh duge cac két qua tdng quat sau:

e Néu .Z la mot bo con déng clia 16p € cac ham kha vi vo han trén mot mién D < R”,
M 1a mot tap duy nhat doi v6i .Z (D), va W < F’ 1a mot khong gian con xac dinh tinh
bi chan, F day du dia phuong thi anh xa han ché Ry w : #(D,F) > Z¢(M, F) la toan
anh [14, Theorem 9].

e Néu M € D x NI xac dinh topo trong Z (D) va W < F’ la tach diém, thi 4nh xa han
ché Ryw « F(Q, E) - Fw (M, F), 1a toan anh trong hai trudng hgp sau: hosic F 1a mot
khong gian B,-day du [14, Theorem 17]; hosic F la day du dia phuong va W 1a trit mat
manh [21, Theorem 1 and Theorem 3.

Gan day, vao nam 2009, trong [22], Frerick, Jorda va Wengenroth ciing dung k§y thuat noi
trén da gidi quyét Bai toan 2 cho M la cac tap gay va tap béo v6i mot s6 16p ham nhan gia tri
trong khong gian day diu dia phuong. Cu thé, cac tac gia nay khang dinh ring su thac trién la
duy nhat dén mot ham chinh hinh bi chin trén D trong cac trudng hop:



e Dc C", M < D lamot tap duy nhat déi véi H*®(D), F 1a khong gian day du dia phuong
va W < F’ la mot khong gian con ma xac dinh tinh bi chan trong F [22, Theorem 2.2].

e M la mot tap mau ctia H® (D), F 1a khong gian day dt dia phuong, W 1a mot khong gian
con o(F', F)-trit mat ctia F’ vi % 1a 16p cac ham bi chan trén M [22, Theorem 3.2].

Theo dong nghién citu nay, chiing t6i quan tam dén viéc khao sat cac bai toan trén mot cach
tong quat hon so véi cac tac gid trude, trong truong hop khong gian c6 bat bién topo tuyén tinh.
Dong thoi ching toi ciing quan tam dén ham chinh hinh phan biét, cac dinh Iy dang Hartogs,
céc dinh 1y chit thap cho 16p ham trén khong gian Fréchet, 16p ham (-, W)-chinh hinh phan biét.
Bai todn tim cac diéu kién dé ddm bao cho mot ham chinh hinh phan bigt (tic 14 chinh hinh
theo ting bién) 1a chinh hinh da dugc dat ra tir cudi thé ky 19 va cho dén nay van con nhan
dugc st quan tam ctia nhiéu nha toan hoc. Cé thé tam chia lich sit phat trién ctia bai toan nay
thanh 4 giai doan chinh.

Trong giai doan tit nam 1899 dén nam 1967, nhiéu két qua dic biét quan trong dat duge
vé van dé nay bdi cac nha toan hoc ndi tiéng nhu Osgood (1899), Hartogs (1906) va Hukuhara
(1930) cho truong hop ham 2 bién trén tich Descartes (hinh chit nhat). Cudi giai doan nay,
Shimoda (1957) va Terada (1967) dua ra mot s6 két qua cho trudng hgp mot trong hai “canh”

ctia hinh chit nhat 1a c6 diém tu hoic 1a khong da cuyc.

O giai doan tit nam 1968 dén nam 1997, nguvi ta quan tam dén viec tim céc két qua tuong
ty nhu Dinh 1y Hartogs cho cac ham giai tich thyc trén cac tdp chit thap nhung cting chi cho
truong hop ham 2 bién. Mot s6 nha toan hoc tieu biéu cho huéng nghién ctu nay phai ké dén
Siciak, Zaharjuta, Nguyén Thanh Van va Zeriahi.

Giai doan tit ndm 1998 dén nam 2001, cac két qua nghién citu chu yéu la céc dinh 1y chit
thap c6 ky di giai tich. Dinh 1y téng quat nhét cho truong hop 2 bién la ctia Alehyane va
Zeriahi [1, Théoréme 2.2.1]. Ngusi ta goi két qua nay Ia Dinh 1y chit thap c6 dién. Ta dé& nhan
thay ring c6 thé thiét lap dinh 1y nay mot cach tong quéat hon cho truong hgp n > 2 bién, cho
khong gian giai tich phitc va cac da tap Stein. V6i truong hop c6 ky di gidi tich phai ké dén cac
két qué ciia Oktem. Sau d6 ching dudgc Siciak tong quat héa cho trusng hop ky di trén cac tap
dai s6 [69]. Mot s6 két qua tong quat vé bai toan nay thudc vé Jarnicki va Pflug dugde cong bd
trong cac nam 2000, 2001.

Giai doan tit nam 2001 dén nay, ngudi ta quan tam dén cac dinh ly chit thap c6 ky di tong
quat hon. Bai toan hién dang dude quan tam giai quyét véi ky di da cuce, ky di da chinh quy, ...
va dang xem xét cho cac 16p ham véi gia tri trén cac da tap va trén cac khong gian phitc. Nhiéu

két qua da dat dugc co thé xem trong cac cong trinh clia Jarnicki, Pflug v Nguyén Viéet Anh.

Muc dich ctia luan an la gidi quyét hai Bai toan 1 va 2 cho trudng hop téng quat, cu thé 1a
thay viéc xem xét D 13 tap con ctia C" béi D la tap con clia mot khong gian Fréchet hodc doi
ngau Fréchet ndo d6, mé rong cac Dinh 1y Hartogs va Dinh 1y chit thap cho cac ham (-, W)-chinh
hinh phan biét va tim kiém mot s6 ap dung ciia két qua nghién citu.

Giai tich ham, Giai tich phitc, Ly thuyét thé vi phiic, ... 1a cic cong cu chinh ma ching toi
sé st dung trong luan an nay.

Luan 4n, ngoai phan mé dau va két luan, gom c6 4 chuong va 86 tai lieu tham khéo.
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Tinh bi chan dia phuong ctia ham déng vai trd quan trong trong bai toin chinh hinh yéu va
théc trién chinh hinh. Trong phan dau ctia chuong 1, chiing t6i quan tam dén tinh bi chin dia
phuong ctia cac ham chinh hinh gitta cac khong gian Fréchet vé6i cac bat bién topo tuyén tinh.
Cu thé chiing toi chiing minh duge dang thic

Hyp(D,F)=H(D,F) (HLB)

~

v6i moi tap mé D trong E, khi E € (2) (twong tng (2)) va F € (LBy) (tuong ting (DN)),
trong d6 E, F' 1a cac khong gian Fréchet (Dinh 1y 1.3.2). Dinh 1y nay la mé rong thyc sy cac két
qué ctia Vogt phét biéu cho cic 4nh xa tuyén tinh lien tuc [82, Satz 2.1, Satz 3.2, Satz 6.1, Satz
6.2].

O phan tiép theo ciia chuong, ching toi nghien cttu mot s6 van dé vé ham o (F, W)-chinh
hinh. Trong [28] Hai da md rong két qud ctia Arendt va Nikolski v6i ham f x4c dinh trén
mot tap con mé D trong khong gian Fréchet-Schwartz E € (£2) nhan gia tri trong khong gian
Fréchet-Schwartz F' € (LBy) hodc D < C nhan gia tri trong khong gian Fréchet F' € (LBy) va
trong ca hai truong hgp trén két qua c6 duge 1a ham f chinh hinh trén mot tap con mé trit mat
ctia D [28, Theorem 4.1, Theorem 4.2]. Véi diéu kién ching toi them vao “bj chan trén cdc tap
bi chan” ciia ham f thi két luan “chinh hinh trén mot tdap con md tru mat cia D’ duge thay
bing “chinh hinh trén D” (Dinh 1y 1.4.6). Chi ¥ ring, trong mot s6 trusng hgp (chang han, khi
E 1a khong gian Fréchet-Montel), tinh “bi chin trén cac tap bi chin” ctia ham f 1a yéu hon so
véi tinh “bi chan dia phuong” ctia ham f. Nho vao mot két qué ctia Hai [28, Example 5.1] ta c6
thé chi ra ring Dinh 1y 1.4.6 khong ding dbi véi cac ham giai tich thyc nhan gia tri Banach va
vi vay noéi chung né ciing khong ding déi véi cac ham giai tich thiyc nhan gia tri Fréchet tong
quét. Cubi cling, tit B6 dé 1.4.7 chiing toi nhan dudc triyec tiép két qua cho trusng hop E = C*
(Dinh 1y 1.4.8).

Duta vao cac két qué nghién citu ctia chuong 1, ching t6i sé khio sat & chuong 2 bai toan
thac trién chinh hinh tit cAc tap diic biét. Dya vao ¥ tudng ciia Meise va Vogt [46, Theorem 3.3,
Theorem 3.9], chiing toi da xét bai todn nay trong trudng hop tong quéat hon, d6 14 thac trién
tit bao tuyén tinh ctia mot tap bi chan (Dinh ly 2.1.2 v& Dinh 1y 2.1.3), thac trién tit tap con
compact khong da cue (Dinh 1y 2.2.3 va Dinh Iy 2.2.4). Cac két qua nay la sy tong quéat hoa két
qué ctia Frerick, Jorda va Wengenroth [22, Theorem 2.2]. T tinh chat ké thita qua cac khong
gian con ctia tinh chat (DN), nhu trong [22] ching t6i nhan dugce két qué vé tinh duy nhat (He
qua 2.2.5). Hé qué nay khing dinh ring, khong gian con déong nhé nhat chita anh ctia mot tap
compact khong da ciic qua anh xa chinh hinh bi chin ciing chinh 14 khong gian mién gia tri nhé

nhat ctia anh xa dé.

Trong chuong 3 chiing t6i nghién cttu sy thac trién chinh hinh ctia cdc ham (F, W)-chinh
hinh phan biét tit mot tich ctia tap con L-chinh quy compact trong khong gian Stein véi mot
khong gian Stein dén mot 1an can nao dé ctia né (Dinh 1y 3.2.6) va ciia cac ham (F, W)-chinh
hinh bi chén v6i cac tap con compact khong da cyc trén mot tap chit thap trong CP x C?, trong
dé F 1a khong gian Fréchet va W < F’ 1a mot khong gian con xac dinh tinh bi chin trong F
(Dinh 1y 3.3.1). Tt Dinh 1§ 3.3.1 chiing t6i ciing suy ra dugc rang thd theo ting thanh phan
cia tap ky di ctia ham f 1a céc tap da cyc (Ménh dé 3.3.2). Néu ta thay F trong Dinh 1y 3.3.1
14 khong gian day du dia phuong va diéu kién yéu hon cho cac ho {uo f.}uew, {uo f¥}uew thi
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ta nhan dugc thac trién chinh hinh ctia ham f trén mot tap c6 ky di (Dinh 1y 3.3.3). Mot s6 két
quéa vé ham (-, W)-chinh hinh vé6i k¥ di da chinh quy cfing nhan duge tit Dinh 1§ trén nhu la
cac hé qua. Chu y ring tinh da chinh quy 14 manh hon tinh khong da cyc. Vi vay néu ta thay
gid thiét “khong da cyc” ciia E va G trong Dinh 1y 3.3.1 béi diéu kién manh hon “da chinh quy”
va diéu kien tang them cho cac ho {uo f.}uew, {t o f¥}uew thi ta nhan duge thac trién chinh
hinh khong ¢6 ky di ctia ham f (Dinh ly 3.3.6). Y tudng chinh ctia phép ching minh céc dinh
Iy nay la st dung két qua gan day ctia Frerick, Jorda va Wengenroth ([22], Theorem 2.2).

Trong chuong 4 ching téi néu mot sd ap dung ciia cac két qua dat duge trong cac chuong
trude vao viec gidi quyét Bai toan Wrobel va ching minh mot s6 dinh 1y vé hoi tu kiéu Vitali.
Wrobel da dit ra bai todn: Cho D < C 1a mot mién, F 1a mot khong gian Banach va f : D — F
13 ham bi chan dia phuong. Ham f c6 chinh hinh hay khong néu ton tai mot khong gian 16i dia
phuong Y va mot don anh tuyén tinh lien tuc j : F — Y sao cho j o f 1a chinh hinh? St dung
cac Dinh 1y 1.4.6, 1.4.8, chiing to6i nhan dugc két qua tong quat hon clia bai toan Wrobel (Dinh
Iy 4.1.1). Phan tiép theo chiing toi ciing chitng minh dugc cic dinh Iy kiéu Vitali d6i v6i day cac
ham chinh hinh bi chan dia phuong trén mot mién trong khong gian Fréchet vé6i gia tri trong
khong gian Fréchet (Dinh 1y 4.2.4). Y tuéng chinh ctia dinh 1y nay xuét phat tit dinh ly Vitali
co dién noi rang hay tim cac diéu kien dé c¢6 thé dam bao day céc ham chinh hinh ma né hoi
tu trén mot tap con clia mién D hoi tu trén toan mién D. Két qua nay 1a md rong két qua clia
Arendt va Nikolski (Dinh 1y 4.2.3). Trong phan cudi ciia chuong nay, ching toi trinh bay cac
dinh Iy kiéu Vitali déi v6i day cac ham chinh hinh giita cac khong gian Fréchet-Schwartz cé bat
bién topo6 tuyén tinh (Dinh 1y 4.2.5).

Luan an dugc viét dya trén cac cong trinh [61-63]. Cac két qua ctia luan an duge bao cao

tai:

e Seminar Khoa Toan, Truong Dai hoc Quy Nhon;

Hoi nghi Toan hoc phdi hgp Viet-Phéap tai Hué, 20-24/08/2012;

Hoi thao Toan hoc Chau A, 2013 tai Busan, Korea, 30/06-04/07/2013;

Dai hoi Toén hoc Viet Nam lan thi 8 tai Nha Trang, 10-14/08/2013;
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Chuong 1

TINH CHINH HINH CUA HAM
(-, W)-CHINH HINH

Céc két qua mdi ctia chuong nay duge trich ra tit cong trinh [61].

1.1 Mot vai khai niem

DPinh nghia 1.1.1 ([56]). Cho A = (a;)(jkenz 12 mot ma tran Kothe thoa man cac dieu kien:
(1) 0< Qaj k < ajk+1, V],k? eN;

(i) VjeN3IkeN:a;; > 0.
Khi d6 ta ky hieu A\(A) la khong gian day

e 0]
AA) = {x = (21,22,) € CV s i = Y Jjlaj s < +o0 v6i moi k € N}.
j=1

Ro rang A(A) 1a mot khong gian Fréchet véi topo 16i dia phuong cdm sinh bdi hé nita chuan
{I- I}
Dinh nghia 1.1.2 ([56]). Néu ma tran A = (a;;) = (r;’) théa man
(1) 0< Qi < Oéj_,.l,jlig_loo o = ~+00;
(il)) 0 < rg < rge1, lim rp =7, 0 <7 < 400,
k—+c0

thi khong gian

e 0]
Ar(a) = {x eCV: i = Yyl < oo véi moi k € N}
j=1

dugce goi 1a khong gian cac chudi lay thia.
Néu r hitu han thi A,(a) dugc goi 1a khong gian cdc chudi ldy thua logi hitu han.

Néu r = o0 thi Ay (a) duge goi 1a khong gian cdc chudi ldy thua logi vo han.



Dinh nghia 1.1.3 ([82]). Cho FE la khong gian Fréchet véi topo xac dinh béi ho tang cac nia
chuan {| - |x}. Ta néi E c6 tinh chat

(Q) : néu Vp 3¢ Vk, 3d,C > 0 sao cho

|15 < el k- 5%

(LB®) : néu Voi 1 o0, ¥pIqVko 3k, Cro,Vue E' 3k 1 ko < k < k sao cho

Jull3 2 < Crollul kull e

:néuVpIqgd>0Vk3IC >0saocho

d d
|15 < el k- 5%

:néu 3d > 0 Vp 3¢ Vk 3C > 0 sao cho

d d
|15 < TR 15

3 @

El

:néu Vp 3¢ Vk, d > 0 3C > 0 sao cho

d d
|15 < TR 15

RO rang cac tinh chat nay duge ké thita qua khong gian thuong va
Q) = (Q) = () = (LB®) = (Q).

Dinh nghia 1.1.4 ([46]). Cho F la khong gian Fréchet v6i topo xac dinh béi ho tang cac nia
chuan {| - |x}. Gia sit B € B(E). Ta néi E c6 tinh chat

(V) : néu > 0 sao cho
(Q2B) Vp3qdC h
|15 < Cl- 5l - 1%
(Qp) :néud {d,} 1 +oo,Vp Iq Ik, Yk = k, IC(k) > 0 sao cho Yu € E’

lulz % < Ck) Jull B llul®.
Dinh nghia 1.1.5 ([82]). Cho F la khong gian Fréchet véi topo xac dinh béi ho tang cac nia
chuan {| - |x}. Ta néi E c6 tinh chat
(LBy) : néu Vd,, 1t 00,3p VqIk, = q,Cq > 0,V € E,Im : ¢ < m < kg sao cho
gt < Colzmllllp™;
(DN) : néu Jp 3d > 0 Vq 3k, C > 0 sao cho
|- 1g" < Cl- el -1
(DN) : néu 3p Vq 3k, d, C > 0 sao cho

-1t < Cl- lall - 1
Dé thay cac tinh chat nay dudc ké thita qua khong gian con va
(LBx) = (DN) = (DN).

Chu y rang trong [85] Zahariuta da dua ra mot dang tuong duong ctia tinh chat (DN) nhu
sau
IpVg,d>03k,C >0 saocho |-[7<C| ] -] (DNy)
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Cac bat bién topo tuyén tinh trén duge Vogt gidi thicu va nghién citu trong céc cong trinh [78-82].
& day, khi E ¢6 tinh chit (), (), (LBw), (DN), ... ta viét E € (Q), E € (Q), E € (LBuy), E €
(DN), ...

Dinh nghia 1.1.6 ([16]). Mot tap con U cta khong gian vécto E (trén trudng phic) duge goi
1& md hitu han néu U A F 1a méd theo topo Euclide ctia F' v6i moi khong gian con hitu han chiéu
F clha E.

Gia st D la tap con md hitu han cia khong gian vécto E va F 1a khong gian 16i dia phuong.
Ham f: D — F dudc goi 1a ham chinh hinh Gateaur hay G-chinh hinh néu véi méi a € D,be E

va u € F' ham gia tri phitc ciia mot bién sd phiic
A— uo f(a+ A\b)

14 chinh hinh trén lan can cta 0 € C.

Ky hieu Hg(D, F) la tap tat cd cAc ham G-chinh hinh trén D nhan gia tri trong F. Khi
F = C, dé don gian ta thay Hg(D,C) béi Hg(D).

Dinh nghia 1.1.7 ([16]). Cho E va F la cac khong gian 16i dia phuong va &f # D < E 1a md.
Ham f: D — F dugc goi 1a ham chinh hinh néu f lién tuc va v o f 13 ham chinh hinh Gateaux

v6éi moi u € F'.

Ky hieu H(D, F) la khong gian vécto cia tat cd cAc ham chinh hinh trén D nhan gid tri
trong F. Khi F = C, dé don gian ta thay H(D,C) béi H(D). Topé mé compact trén H(D, F)
duge ky hiéu la 7.

Khong gian ciia tat ca caAc ham chinh hinh di tit £ vio F ma bi chiin trén cic tap bi chan
trong E duge ky hieu 1a Hy(E, F), khong gian nay dugc trang bi topo 7, hoi tu déu trén cac
tap bi chan. Ky hieu H*(D, F) 1a khong gian con clia tat ci cac ham bi chin trong H(D, F).
Dé don gian ta thay H®(D,C) bsi H®(D).

Dinh nghia 1.1.8 ([16]). Gia sit K 1a mot tap con compact trong E. Ky hiéu H(K) 1a khong

gian cdc mam cac ham chinh hinh trén K, dudc trang bi véi topo giéi han quy nap
H(K) = lim indH*(U),
UNK
trong d6 U chay trén tat ca cac lan can ctia K trong E.

Ky hiéu Q(f) = {z € D : f chinh hinh tai z}. Khi d6 S(f) := D\Q(f) dugc goi la tap ky di

cua f.

Dinh nghia 1.1.9 ([20]). Cho E la khong gian 10i dia phuong, Q < E 1a tap con md, u :  —
[—00, +00) 1& ham nita lién tuc trén. Ham u duge goi 1a da diéu hoa dudi tren  néu w la ham

diéu hoa duéi trén moi duong théng phiic trong .

Tap hop tat ca cac ham da diéu hoa dudi tren Q, ky hieu 1a PSH(Q).



Dinh nghia 1.1.11 ([20]). Cho X la da tap phtc, u : X — [—00, +00) 1a ham nita lién tuc trén.
Ham u dugce goi 1a da diéu hoa dudi trén X néu wo f 1a ham diéu hoa dudi trén A véi moi anh
xa chinh hinh f: A - X tréen dia A = {z € C: |2| < 1}.

Dinh nghia 1.1.12 ([16]). Cho D la tap con md ctia khong gian 10i dia phuong E. Tap
B < D dugce goi la tdp cuc néu ton tai mot ham da diéu hoa duéi v trén D,v # —o0o sao cho
Bc{zeD:v(zr)=—ow0}.

Dinh nghia 1.1.13 ([43]). Gid st K < Q v6i Q 1a mot tap md trong khong gian phic X. Dat

U(K,Q) ={ue PSH(Q): u<1, ul, <0}

K

Khi d6 ug o(z) = sup{u(z) : ue Z(K,Q)} dugc goi 1a ham cyc tri tuong ddi clia cap (K, Q)
va w(-, K, Q) := uj o cho bdi

ug o(2) = w(z, K,Q) = limsup ug o(2'), z € Q

032/ -z
dudc goi 1a ham chinh quy héa nita lién tuc trén cia ug o.

Dinh nghia 1.1.14 ([86]). Diém a € Q dudc goi 1a diém da chinh quy dia phuong (hay L-chinh
quy dia phuong) ctia K néu a € K va w(a, K,U) = 0 véi moi lan can U ctia a trong §2. Hon nita,
K dugc goi 1a da chinh quy dia phuong (hay L-chinh quy dia phuong) néu né da chinh quy dia
phuong tai moi diém a € K.

Ky higu K* 1a tap tit ca cac diém da chinh quy ctia K (trong Q). Trong [10] Bedford va
Taylor da ching minh dugc két qué sau:
Dinh 1y 1.1.15 ([10]). Néu K la khong da cuc thi K* la khong da cuc va K\K* la da cuc.

Dinh nghia 1.1.16 ([86]). Tap K dugc goi 1a da chinh quy (hodc L-chinh quy) néu w(-, K n
U,U) =0 trén K v6i moi lan can U cua K.

Dinh nghia 1.1.17 ([86]). Tap K dugc goi 1a L-chinh quy néu w(-, K A U,U) < 1 tren K véi

moi lan can U cua K.

1.2 Mot s6 dic trung méi ciia tinh chat ()

Muc nay sé dua ra mot s6 dic trung mdi ctia tinh chat (£2).

Meénh dé 1.2.1. Cho E la khong gian Fréchet. Khi dé E € () néu va chi néu E € (Q®), c6
nghia la
3 {dy,} 1 +o0, VpIqIk,Vk =k,IC(k) >0 sao cho YueE":

Jullg™* < C () Jullkul;®

Tu ménh dé nay, bang cach lap luan nhu trong phép ching minh ctia Vogt [80] ching ta
nhan dugc cac diéu kién tuong duong ctia ().



Ménh dé 1.2.2. Cho E la mot khong gian Fréchet. Khi d6 E € (Qp) néu va chi néu 3{d,} 1
+o0, Vp 3¢ Ik, VE = k, 3C(k) > 0 sao cho

U, c r% B + %Up vdi mot r > 0.
T

Ménh dé 1.2.3. Cho E la mot khong gian Fréchet. Khi dé E € (Q) néu va chi néu ton tai
B e B(FE) sao cho E € (2p).

Chi y. Néu E la Fréchet-Schwartz thi tap B c¢6 thé duge chon trong K(E) (xem [17]).

1.3 Ham chinh hinh bi chan dia phuong

Tinh bi chan dia phuong ctia ham déng vai trd quan trong trong bai toin chinh hinh yéu va
thac trién chinh hinh. Két qua chinh ctia phan nay la thiét lap tinh bi chan dia phuong ctia cac

ham chinh hinh gitta cac khong gian Fréchet véi cdc bat bién topo tuyén tinh.

Trong [82] Vogt da chiing minh duge rang mot khong gian Fréchet F' € (LBy) néu va chi
néu

L(Ax(a), ) = LB(Ax (@), F), (LB)

trong d6 L(E, F) khong gian céc 4nh xa tuyén tinh lién tuc giita cac khong gian 10i dia phuong
E,F va LB(E, F) 1a tap hop tat cd A € L(E, F) ma ton tai lan can U cia 0 trong E sao cho
A(U) la bi chan. Cha y rang Ay () € (Q) v6i moi a.

Chting t6i muén md rong tinh chat (LB) cho khong gian cdc ham chinh hinh.

Dinh nghia 1.3.1 ([15]). Mot ham chinh hinh f € H(D, F) dugc goi 1a bi chan dia phuong

tréen D néu v6i moi z € D ton tai mot lan can U, clia z sao cho f(U,) 1a bi chin trong F.

bat Hyp(D,F) ={f € H(D,F) : f bi chan dia phuong trén D}.

Van dé dugce dit ra & day 1a tim cac diéu kién ctia F va F sao cho
Hyp(D,F) = H(D,F) (HLB)

véi moi tap mé D trong F.

Dinh 1y sau 1a mot phién ban chinh hinh cta (LB) nhung véi cac khong gian thude cac 16p

tong quat cé cac bat bién topo tuyén tinh.

Dinh 1y 1.3.2. Cho E, F la cdc khong gian Fréchet. Gid sit E c¢6 mot co sd tuyét doi. Khi do,

dang thitc (HLB) zdy ra véi moi tap md D trong E néu mot trong hai dieu kién sau théa mén.:

(i) E€(Q),F € (LBy);

(i) E e (), F e (DN).
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1.4 Cac ham o (-, W)-chinh hinh

Dinh nghia 1.4.1 ([28]). Cho E, F' la cac khong gian 16i dia phuong, D la tap md trong E va
W la tap con cia F'. Ham f : D — [F,o(F,W)] dugc goi la o(F, W)-chinh hinh néu u o f la
ham chinh hinh v6i moi u € W.

Dinh nghia 1.4.2 ([8]). Cho F la khong gian 16i dia phuong va W < F’. Tap W dugc goi 1a

(i) tdch diém néu u(x) = 0 véi mdi u € W suy ra z = 0;

(ii) zdc dinh tinh bi chdn néu moi tap con B c F 1a bi chin khi u(B) 1a bi chin trong C véi

moi u € W;

(iii) wdc dinh topo ctia F néu topo clia F' 1a topo hoi tu déu trén cac tap bi chan ctia F' chia

trong W.

Chiing ta bat dau phan nay bang viec xem xét md rong cac két qua sau ctia Hai [28, Theorem
4.1 and Theorem 4.2].

Dinh ly 1.4.4 ([28]). Cho E,F la cic khong gian Fréchet-Schwartz va D la tap con md trong
E. Gid st E € (Q), F € (LBy), W < F' zdc dinh topo cia F. Khi dé néu f: D — F la ham
o(F,W)-chinh hinh thi f chinh hinh trén mot tap con md tru mat cia D.

Trong truong hop D 1a tap con md ctia C, Hai [28] da chi ra gia thiét “Schwartz” cia khong
gian F' la thua.

Dinh ly 1.4.5 ([28]). Cho D la tap con md trong C, F la khong gian Fréchet. Gid st F € (LBgy),
W < F' zdc dinh topo cia F. Khi dé néu f : D — F la ham o(F, W)-chinh hinh thi f chinh

hinh trén mot tap con md tru mat cia D.

Hai [28] d& chi ra rang Dinh 1y 1.4.4 khong dtung trong truong hgp ham giai tich thyc, tham
chi ham giai tich thyc nhan gia tri Banach. Hai cling chi ra diéu ngudc lai ctia Dinh 1y 1.4.5 13
khong ding. Ching t6i md rong hai dinh 1y nay, véi diéu kién thém vao “bi chin trén cac tap
bi chan” ctia ham f thi két luan “chinh hinh trén mot tap con md tru mat cia D” dude thay
bing “chinh hinh trén D”. Chu y ring, trong mot s6 trudng hgp (chéng han, khi E 1a khong

S

gian Fréchet-Montel), tinh “bi chin trén cac tap bi chan” ctia ham f 1a yéu hon so véi tinh “bi

chan dia phuong” clia ham f.

Dinh 1y 1.4.6. Cho E, F la cdc khong gian Fréchet-Schwartz va D la tap con md trong E. Gid
st B € (Q), E c¢6 co s¢ Schauder tuyét doi, F € (LBy), W < F' zdc dinh topo cia F. Khi dé
néu f: D — F la ham o(F, W)-chinh hinh, bi chdn trén cdc tap bi chan trong D thi f la chinh
hinh.

D@ chitng minh dinh 1y nay, chiing ta can két qua quan trong sau. Bé dé nay 1a mot két qua
tuong tu nhu [8, Theorem 3.1].
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B6 dé 1.4.7. Cho E la khong gian Fréchet, D < E la tap md va F la khong gian Fréchet. Gid
sit f: D — F la mot ham bi chin dia phuong sao cho @ o f la chinh hinh vdi moi p € W < F’,
W la tach diém. Khi dé f la ham chinh hinh.

Nhan xét. Trong Dinh 1y 1.4.6, néu f : D — F 1a ham o(F, W)-chinh hinh sao cho gof : D — R
la bi chiin trén céc tap bi chin trong D véi tat ca céc nita chuan lién tuc ¢ trén F thi ham f
cling chinh hinh.

T B dé 1.4.7 ta nhan dugc truc tiép két qua sau cho truong hop E = C”, vi moi tap W
xac dinh topo trong F' déu tach diém va cédc ham f bi chan trén cac tap bi chan trong C* déu

bi chin dia phuong. Day 1a mot tong quat that su ctia Dinh 1y 1.4.5.

Dinh 1y 1.4.8. Cho F la khong gian Fréchet va W la khong gian con F' xdc dinh topo cia F.
Khi dé néu f : D — F la ham o(F,W)-chinh hinh trén tip mé D < C" (n > 1) sao cho f la bi
chan trén cdc tap bi chan trong D thi f la chinh hinh.
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Chuong 2

THAC TRIEN CHINH HINH
CAC HAM (., W)-CHINH HINH

Duya vao cac két qua dat duge ¢ chuong 1, ching t6i nghién citu bai toan thac trién chinh
hinh tir cac tap dic biet, thac trién tit bao tuyén tinh ciia mot tap bi chiin, thac trién tir tap
compact khong da cuc. Cac két qua méi ciia chuong nay duge trich tit cac cong trinh [61,62].

2.1 Thac trién tit bao tuyén tinh ctia mét tap bi chin

Dinh nghia 2.1.1. Cho E va F 1 hai khong gian 16i dia phuong. Ham chinh hinh f: E — F
duge goi 1a logi bi chdn déu néu ton tai lan can U ctia 0 € E va tap bi chan B < F sao cho véi
moi r > 0, ton tai C' = C(r) thdéa man dieu kien f(rU) < C(r)B.

Ta ky hieu H,,(E, F) 1a khong gian vécto con ctia H(E, F) bao gom tat ca cac ham chinh
hinh loai bi chan déu. Ta viét Hy,(E) thay cho Hy(E,C). Khong gian E dude goi 1a ¢6 tinh
chat (Hy) (viét tat 1a E € (Hyp)) néu déng thitc H(E) = Hy(F) xay ra.

Tat nhién ta c6 H,(E, F) c Hy(E, F). Khong gian vécto H,(E, F) thuong duge trang bi
topo T, nhu sau

(Huy(E,F), Typ) := lir}r)}gld(Hb(Ep, Fg),m).

Tinh chat (Hy) cling 14 mot bat bién topo tuyén tinh. Trong [83] Vogt da chiing t6 réng

(Hyp) = () va theo Meise va Vogt [46] thi (2) = (Hyp) trong trudng hgp Fréchet hach. Tinh
chat (Hyp) cling duge ké thita qua khong gian thuong.

Mé rong két qué ctia Meise va Vogt (cho truong hgp ham gia tri vo hudng) [46, Theorem

3.9], ching to6i nhan dugce céac két qua sau:

Dinh 1y 2.1.2. Cho E la khong gian Fréchet vdi co s¢ Schauder tuyét doi va F la khong gian
Fréchet. Gid si ton tai B € B(E) sao cho mét trong cdc dieu kién sau day la ding:

(i) Ee (Qp) va F € (LBy):;
(i) E e (Qp) va F € (DN).
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Khi do, Hy((Ep,7E), F) = Hy(E, F), trong dé g la topo cia Ep cdm sinh bdi topo cia E.

Chu y. Bing ciing ching minh, két luan ctia Dinh 1§ c6 thé phat biéu rang, véi mdi f €
H((Eg,||B), F) ma f c6 mot thac trién chinh hinh (theo topo 7x) dén mot lan can ctia 0 € E,
dugc théc trién chinh hinh dén E.

Trong trudng hop ham vo hudng va E 1a khong gian Fréchet hach, Meise va Vogt [46, Theorem
3.9] da chiing minh réng F € (Q) khi va chi khi cac khéng dinh tuong duong trong dinh Iy trén
ciing tuong duong véi khing dinh sau:

H(Ep,mg) ={f € H(Eg,| - |B): f c6 mot thac trién chinh hinh

dén mot 1an can ctia 0 trong F}.

Bay gio ta xét dinh 1y trén trong trucsng hgp E 1a khong gian Fréchet hach cho ham gia tri
Fréchet.

Dinh 1y 2.1.3. Cho E la khong gian Fréchet hach va F la khong gian Fréchet. Gid st ton tai

B € B(E) sao cho mét trong cic dieu kién sau day la ding:

(i) E€(Qp) va F € (LBy);

(i) E e (Qp) va F € (DN).

Khi dé méi f € H(E, |- |B),F), ma f c6 mot thac trién chinh hinh (theo topo Tr) dén mot
lan can ciia 0 € E, déu c6 mot thdac trién chinh hinh g € Hy(E, F).

2.2 Thac trién tir tap compact khong da cuc
Dinh nghia 2.2.1 ([22]). Tap K < D dudc goi la mot tap duy nhat doi véi H®(D) néu mdi

ham f e H®(D) trigt tieu trén K thi sé triét tieu trén toan mién D.

Vé6i dia don vi D = A trong C, mot két qua ¢ dién néi ring mot day K = {z, : n € N} Ia
mot tap duy nhat trong khong gian cdc ham chinh hinh bi chan khi va chi khi né théa man diéu
kién Blaschke > (1 —|z,|) = 0.

neN
Nam 2009, Frerick, Jorda va Wengenroth [22] (cing xem [14, Theorem 9]) da ching minh
dude két qua sau:

Dinh ly 2.2.2 ([22]). Gid st K la tap duy nhat doi véi H® (D), trong dé D la mét mién trong
C", F la khong gian day di dia phuong va W < F' la mot khong gian con zdc dinh tinh bi chdn
trong F. Néu f : K — F la mot ham sao cho wo f ¢6 mot thdac trién g, € H®(D) vdi mbi
we W, thi f c6 duy nhat mot thac trien g€ H*(D, F).

Trong phan nay, bang cach st dung két qua trén, ching toi xét su thac trién chinh hinh cia

cac ham gia tri vécto tir mot tap con khong da cuc cia mot khong gian Fréchet hach.
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Chiing toi dat van dé la tim cac 16p khong gian Fréchet du 16n dé v6i moi tap con xac dinh
tinh bi chin W ctia F’ ta sé nhan dugc thac trién chinh hinh ctia mot ham f tit tap con compact
khong da cyc K ctia D © E dén toan bo D néu F € (DN) va u o f thac trién chinh hinh dugc
v6i moi u € W. Tuy nhién, ching to6i chi dat duge mong mudn trong truong hop E thuoc 16p
khong gian Fréchet hach c6 tinh chat xap xi bi chan, W < F' 1a tap cu thé (xem Dinh 1y 2.2.3)
va F ciing chi 1a khong gian dic biet H(C), khong gian nay c6 tinh chat (DN).

Dinh 1y 2.2.3. Gid s E la khong gian Fréchet hach cé tinh chat xap i bi chan va K la mot
tap compact, 10i, can, khong da cuc trong E. Cho W ={po R: ¢ € [H®(rA)|'} ¢ [H(C)]" vdi
r>1, trong d6 A = {\e C: |\ <1} la dia don vi trong C va R : H(C) —» H*(rA) la dnh za
han ché. Gid sit f : K — H(C) la mot ham sao cho uo f c¢6 mot thic trién g, € H® (D) vdi moi
u € W, trong dé D la mot lan can nao dé cia K. Khi dé f c6 mot thac trien g e H*(D, H(C)).

Chting ta chua biét dinh 1y trén c6 con ding hay khong v6i mot tap con bat ky W < [H(C)]'
ma né xac dinh tinh bi chan trong H(C). Tuy nhién, néu E thuoc vao mot 16p nhé hon clia cac
khong gian Fréchet hach, cu thé, E c6 mot co sé Schauder tuyet doi, thi dinh 1y 1a ding véi cac
ham tréen K nhan gia tri trong mot khong gian Fréchet F € (DN) tuy ¥. Ta c¢6 két qua sau:

Dinh 1y 2.2.4. Gid st E la mot khong gian Fréchet hach c¢6 co sé Schauder tuyét doi va K la
mot tap compact, 101, can, khong da cuc trong E. Cho F' la mot khong gian Fréchet véi F € (DN)
va cho W < F' la mét khong gian con zdc dinh tinh bj chan trong F. Gid st f : K — F la mot
ham sao cho wo f c¢6 mot thdc trién g, € H®(D) vdi méi u € W, trong dé D la mot lan can cia
K. Khi dé f c¢6 mot thdc trien ge H®(D, F).

Chu y. Hai [28, Theorem 3.1] da chiing minh két qua nay cho truong hgp W = F’ (nghia la f
chinh hinh yéu), K 14 mot tap con compact duy nhat trong khong gian Fréchet E € () va F 1
khong gian Fréchet c6 tinh chat (LBg).

Tu tinh chat ké thita qua cdc khong gian con ciia bat bién (DN), nhu trong [22, Corollary
2.3] ta nhan dugc két qua vé tinh duy nhat sau day:

Hé qua 2.2.5. Gid st E la khong gian Fréchet hach vdi co sé Schauder tuyét doi, K la tap
compact, loi, cin, khong da cuc trong E va D la mot mién chita K. Cho F la mot khong gian
Fréchet véi F € (DN) va G < F la mot khong gian con déng cia F. Néu f € H®(D, F) la mot
ham sao cho f(K)c G thh f(D) c G.
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Chuong 3

HAM (-, W)-CHINH HINH
PHAN BIET

Cac két qua méi ctia chuong nay duge trich tit cdc cong trinh [62,63].

3.1 Mot sé van dé cd ban vé khong gian Stein

3.2 Md rong Dinh ly Hartogs trén tich Descartes
Trude hét ta gidi thieu mot s6 khai niem va ky hieu.

Dinh nghia 3.2.1. Gia st D la mot tap con clia khong gian phtic hodc khong gian 16i dia
phuong X va F 13 mot khong gian 16i dia phuong. Ta néi rang f : D — F 1a chinh hinh dia
phuong trén D néu v6i mdi x € D ton tai mot 1an can U ciia x trong X va mot ham chinh hinh
ftrén U sao cho fz ftréen U n D.

Dinh nghia 3.2.2 ([37]). Cho X,Y la cac khong gian phiic hogc 16i dia phuong, F ¢ K ¢ X
va G < L cY lacac tap bat ky. Khi d6 (E x L) u (K x G) dugc goi 1a tdp chit thap. V6i moi
khong gian 16i dia phuong F, ham f : (E x L) u (K x G) — F dudc goi 1a chinh hinh dia phuong
phan biét néu

(i) V6i moi = € E, ham f,(y) := f(x,y) 1a chinh hinh dia phuong trén L;

(ii) V6i moi y € G, ham fY(z) := f(z,y) la chinh hinh dia phuong trén K.

Dinh nghia 3.2.3. Gia sit E, F 1a cac khong gian 16i dia phuong, D 1a tap con md cla E,
W < F'. Mot ham f: D — F dugce goi 1a

(i) (F,W)-chinh hinh tren D (va viét f € HV (D, F)) néu u o f la chinh hinh v6i moi u € W.

(ii) (F,W)-chinh hinh bj chan trén D (va viét f e H"W*(D, F)) néu u o f la chinh hinh v bi

chin trén D v6i moi u € W.
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(iii) (F, W)-chinh hinh dia phuong (va viét f € HY (D, F)) néu véi mdi z € D ton tai mot lan
can U ciia z trong D sao cho f € HV (U, F).

(iv) (F,W)-chinh hinh bi chin dia phiong (va viét f € H,"®(D, F)) néu véi mdi z € D ton tai

loc
mot 1an can U cla z trong D sao cho f € Hl‘;VC(U, F) va uo f 1a bi chan trén U v6i moi
ueW.

Chiing toi bat dau muc nay bang dinh Iy sau.

Dinh 1y 3.2.6. Gid st K la mot tap L-chinh quy compact trong mot khong gian Stein bat khd
quy dia phuong X va Y la mot khong gian Stein véi H(Y') € (DN). Cho F la mot khong gian
day di dia phuong va W < F' la mot khong gian con zdc dinh tinh bi chan trong F. Gid si
f: K xY — F la mdt ham sao cho:

(i) Vi méi z € K ham f, e HV®(Y, F), trong dé f.:Y — F dugc xdc dinh bdi
fz(w) = f(Z,U)),U}EY;

(ii) Vdi méi weY ham f¥ e HV(K,F) va {uo f*}uew la bj chan déu dia phuong trén K,
trong do f¥ : K — F duoc xdc dinh bdi

fYz) = f(z,w),z € K.

Khi dé f co thé thdc trién dén mot ham chinh hinh trén mot lan can U x Y cia K x Y.

3.3 MG rong Dinh ly Hartogs trén cac tap chit thap

Dinh ly 3.3.1. Gid st U ¢ C*",V < C™ la cic mien va K < U, L < V la nhiing tip con
compact, khong da cuc, F la mot khong gian Fréchet va W < F' la mot khong gian con zdc dinh
tinh bi chan trong F. Gida st Y = (K x VYo (U x L) va f : Y — F la mot ham théa man cac
dieu kién:

(i) Véi méiue W vaze K hamuo f, € H?(V), trong dé [, : V — F dugc zdac dinh bdi
fw) = f(z,w),weV;
(il) Vgi moiue W vawe L ham uo f¥ € H®(U), trong dé f* : U — F dugc zdc dinh bdi
Y z) = f(z,w),ze U.
Khi dé f co thé thdc trién chinh hinh dén mot lan can mé D cia
Y*=(K xL*)u (K" x L)
ma né la hop clia nhitng thanh phan lién thong cia Y 6 giao vdi K* x L*, trong dé

Y ={(z,w)eU xV:w(z, K*,U) + w(w, L*,V) < 1}.
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T dinh 1y nay ta nhan duge két qua sau.

Meénh dé 3.3.2. Cho K, L lan lugt la cic tdap compact, lien thong, khong da cuc trong C*, C™
tuong wng va F la mot khong gian Fréchet. Gid st f : K x L — F la mgt ham chinh hinh phan
biet. Kyj hieu A(f) = {(z,y) € K x L : f ¢6 mot thdc trién chinh hinh dén mot lan can md cia
(z,y) trong C* x C™} va S(f) = (K x L)\A(f). Néu Sy va Ss lan lugt la nhimg phép chiéu tiu
S(f) vao C™ va C™ tuwong #ng thi Sy la da cuc trong C™ va Sy la da cuc trong C™.

Néu chiing ta thay F trong Dinh 1y 3.3.1 1a khong gian day di dia phuong va diéu kién yéu
hon cta céc ho {uo f.}uew, {uo f“}uew vad K, L 1a céc tap c6 dang F, thi ching ta nhan dugce
két qua sau:

Dinh 1y 3.3.3. Gid st K va L lan luot la cdc tap khong da cuc lién thong, dang F,, trong CP va
CY? twong wng, E ¢ K va G < L la khong da cuc. Cho F la mot khong gian day di dia phuong va
W < F' la mot khong gian con zdc dinh tinh bi chan trong F. Gid st f : (Ex L) (K xG) - F
sao cho:
(i) V6i moi z€ E ham f, € HlVOVC’OO(L, F), trong dé f, : L — F dugc zdc dinh bdi
fz(w) = f(z7w)vw € L;
(ii) Vi moi we G ham f¥ e HZZ[QOO(K, F), trong do f*: K — F dugc zdc dinh bdi
fYz) = f(z,w),z € K.
Khi dé ton tai cic tap da cuc E' < E va G' < G sao cho f la chinh hinh dia phuong trén
[(E\E") x L] v [K x (G\G")].

Dinh ly 3.3.4. Vi gid thiét nhu trong Dinh lyj 3.3.3, nhung K va L la compact, 103, khong da
cuc thi ton tai cdc tap da cuc E' < E va G' < G sao cho f dugc thac trién chinh hinh dén mot
lan cgn cia [(E\E") x L] U [K x (G\G")].

Hé qua 3.3.5. Gid thiét nhu trong Dinh Iy 3.5.3, nhung E va G la da chinh quy, ham f la
chinh hinh dia phuong trén (E x L) u (K x G).
Chi ¥ rang tinh da chinh quy 1a manh hon tinh khong da ciyte. Ta nhan duge két qua:

Dinh 1y 3.3.6. Gid st K va L lan luot la cdac mién trong CP va C? tuong ing, E ¢ K va G < L
la da chinh quy, compact. Cho F la mot khong gian day di dia phuong va W < F' la mot khong
gian con zdac dinh tinh bj chan trong F. Gid st f : (E x L) u (K x G) — F sao cho:

(i) Voi méi z € E ham f, € HV®(L,F) va {uo f.}uew la bi chan déu dia phuong trén G
trong do f, : L — F dugc cho bdi

f2(w) = f(z,w),we L;

(i) Vdi méi we G ham f* € HV®(K,F) va {uo f*}uew la bi chan déu dia phuong trén E
trong do f* : K — F dugc cho bdi

[ z) = f(z,w),z € K.

Khi dé f c¢6 mot thdc trién chinh hinh dén mot lan cin cia (E x L) u (K x G).
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Chuong 4

MOT SO AP DUNG

Céc két qua mdi clia chuong nay duge trich tit cong trinh [61].

4.1 Bail toan Wrobel

Nam 1982, trong [84] Wrobel da dat ra bai toan:

Cho D < C la mot mién, F la mot khong gian Banach va f : D — F la ham bj chan dia
phuong. Ham f c6 chinh hinh hay khong néu ton tai mot khong gian loi dia phuong Y va mot
don danh tuyén tinh lién tuc j: F —Y sao cho j o f la chinh hinh.

Grosse-Erdmann da dua ra cau tra 10i trong truong hop f 14 bi chan trén M n K v6i moi tap
con compact K ctia D, trong d6 M < D xéc dinh hoi tu déu dia phuong trong H (D) [24, Theorem
5] va truong hgp f 1a bi chan khuéch dai v6i D 1a mot mién trong khong gian 16i dia phuong E
va F 1a mot khong gian ddy d dia phuong [24, Theorem 6]. O day, ham f duge goi la bi chin
khuéch dai néu go f : D — R 1a bi chan dia phuong v6i moi nita chuan lién tuc ¢ trén F.

St dung Dinh 1y 1.4.6, 1.4.8 v6i W = {¢/ o j : ¢ € Wy}, trong d6 Wy c YB, xac dinh topo

ctia Y, ta c6 dugc mot cach trice tiép cac két qua sau cho bai toan Wrobel.

Dinh 1y 4.1.1. Gid st E,F la cic khong gian Fréchet va f : D — F la ham trén mot mién
D c E. Gid st ton tai khong gian loi dia phuong Y va don dnh tuyén tinh lién tuc j : F —-Y
sao cho jo f: D — Y la chinh hinh. Khi dé f la chinh hinh néu mot trong cdc diéu kién sau

théa man:

(i) E,F la Schwartz, E c¢6 co s¢ Schauder tuyét doi, E € (Q), F € (LBy) va f bj chdn trén

cac tap bi chdan trong D;

(ii) E,F la Schwartz, E ¢6 co sé Schauder tuyét doi, E € (), F € (LBy) vaqof:D — R la

bi chdn trén cdc tap bi chan trong D vdi moi nida chuan lién tuc q trén F;

(iii) E=C"™(n > 1) va f la bi chan trén cdc tap bi chdn trong D.
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4.2 Céac dinh ly hoi tu kiéu Vitali

Trong phan nay ta xét dén day cdc ham chinh hinh ma né hoi tu trén mot tap con Dy clia
mién D. Yeu cau dat ra la tim céc diéu kien dé c6 thé dam bao diay ham nay hoi tu trén toan
mién D. Cac két qua dang nhu vay goi 1a hoi tu kiéu Tauber. Mot vi du quan trong cho cac két
qué kiéu nay 13 Dinh 1y Vitali. Trong truong hop ham vo huéng, ching minh sém nhat ctia dinh
Iy nay dugc dua ra nhs sy trg gitp cta Dinh Iy Montel. Tuy nhién, Dinh 1§ Montel khong con
ding cho truong hgp ham gia tri vécto. Nhung diéu dic biet 1a Dinh 1y Vitali vAn con ding cho
truong hgp ham gia tri Banach [8, Theorem 2.1]. 0 do viec chdp nhan mot diém giéi han trong
D ciia tap con Dy va tinh chét bi chan dia phuong ciia day ham duge xem xét. Trong phan dau
clia muc nay chung t6i mé rong két qua Dinh ly Vitali duge dé cap trong [8] cho trudng hop
E, F la cac khong gian Fréchet. Tiép theo, chiing toi nghién citu cac dinh 1y kiéu Vitali trong
truong hop cac khong gian Fréchet thdéa man cac bat bién topo tuyén tinh.

Trude hét ta can mot két qua bod trg cho cac ching minh trong chuong nay.

Dinh nghia 4.2.1. Cho D la mot mién trong khong gian Fréchet E. Tap Dy < D dudc goi 1a
tap hiém trong D néu phan trong ctia Dy bang rdng. Tap Dy < D dudc goi 1a tap khong hiém

trong D néu phan trong ctia Dy khac rong.

Bé dé 4.2.2. Cho D la mot mién trong khong gian Fréchet E va f : D — F la chinh hinh,
trong dé F la khong gian 10i dia phuong Hausdorff. Gid sit Dy = {z € D : f(z) € G} la tdp
khong hiém trong D, vdi G la khong gian con déng cia F. Khi dé f(z) € G vdi moi z € D.

Trong [8] Arendt va Nikolski da ching minh két qua sau:

Dinh 1y 4.2.3 ([8]). Cho D < C la tap md, lién thong. Gid si {fi}ien la day cic ham chinh
hinh trén D nhan gia tri trong khong gian Banach F va bi chan dia phuong (nghia la vdi moi
z € D ton tai lan can sao cho {fi}ien la bi chan trén lan can dé). Khi dé cic khdng dinh sau la
twong duong:

(i) Day {fi}ien hoi tu déu trén tat cd cdc tap con compact ciia D dén ham chinh hinh f: D —
F;

(ii) Tap hop Do = {z € D : lim f;(z) ton tai} cé diém gidi han trong D.
1—00

Bing cach sit dung cac B6 dé 1.4.7 va 4.2.2, chiing t6i sé md rong dinh 1y trén.

Dinh 1y 4.2.4. Cho E,F la cic khong gian Fréchet va D  E la mot mién. Gid s {fi}ien la
day cdc ham chinh hinh bi chan dia phuong trén D nhan gid tri trong F. Khi dé cdc dieu kién
sau la tuong duong:

(i) Day {fi}ien hoi tu déu trén cdc tdp con compact ctia D dén ham chinh hinh f : D — F;

(ii) Tap Do ={z€ D: lim f;(2) ton tai} la khong hiém trong D.
1—>00
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Dinh ly 4.2.5. Cho E,F la cic khong gian Fréchet-Schwartz va {fi}ien la day cdic ham chinh
hinh tit mot mién D € E vao F sao cho {fi}ien bi chan trén cdc tap bi chan trong D. Gid si E
6 co sd Schauder tuyet doi, E € (), F € (LBy). Khi dé cdc khang dinh sau la tuong duong:

(i) Day {fi}ien hoi tu déu trén tat cd cdc tap con compact cia D dén mot ham chinh hinh
f:D—F;

(ii) Tap Do = {z € D : lim f;(2) ton tai} la khong hiém trong D.
71— 00

Hé qua 4.2.6. Gid st E, F la cic khong gian Fréchet-Schwartz va { fi}ien la day cic ham chinh
hinh ti& mot mien D < E vao F sao cho {fi}ien bi chdn trén cdc tap bi chan trén D. Gid st E
c6 co sd Schauder tuyét doi, E € (), F € (LBy). Khi dé ton tai mot day con hoi tu déu dén
mot ham chinh hinh trén tat cd cdc tap con compact cia D néu tip Do = {z € D : {fi(z) : i€

N} la compact tuong doi trong F} la khong hiém trén D.

Tuong ti, ching toi suy ra tit Dinh 1y 1.4.8 két qua.

Dinh 1y 4.2.7. Cho {fi}ien la mét day cia cdc ham chinh hinh tu mién D < C™(n > 1) vao
mot khong gian Fréchet F', sao cho {fi}ien bi chan trén cdc tap bi chan trong D. Khi dé cdc
khing dinh sau la tuong duong:

(i) Day {fi}ien hoi tu déu trén tat cd cdc tdp con compact cia D dén mot ham chinh hinh
f:D—>F;

(ii) Tap Do = {z € D : lim f;(2) ton tai} cé diém tu trong D.
1—00

Tt Dinh 1y 4.2.7, nhu trong Hé qua 4.2.6 ta c6

Hé qua 4.2.8. Cho F la khong gian Fréchet va {fi}ien la mot day cdac ham chinh hinh t@ mot
mién D < C™(n = 1) vao trong F sao cho {fi}ien bi chan trén cdc tap bi chan trong D. Khi dé
ton tai mot day con hoi tu déu dén mot ham chinh hinh trén tat cd cdc tap con compact cia D
néu tap Do = {z € D : {f;(2) : i€ N} la compact tuong doi trong D} c6 diém tu trong D.
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KET LUAN

Noi dung chi yéu ciia luan an la nghién cttu cdc ham (-, W)-chinh hinh va 4p dung. Luan

an da doéng goép nhitng két qua sau day:

Dua ra cac dic trung méi (Q%) va (2p) cho bat bién topo tuyén tinh (Q). Cac két qua
nay khic phuc mot s6 khoé khan chua vugt qua dude truée day khi khao sat cdc ham chinh
hinh trén 16p khong gian nay. Chi ¥ rdng, cdc khong gian c6 tinh chéat () thuoc 16p rong
nhat cic khong gian Fréchet theo phan loai béi cac bat bién topo tuyén tinh. Day 14 mot
trong cac cong cu quan trong trong ching minh cic két qua vé sau ctia luan 4n vé céc

ham chinh hinh trén 16p khong gian nay.

Khing dinh dugc ring moi ham chinh hinh trén mot tap mdé ctia khong gian Fréchet F
nhan gia tri trong khong gian Fréchet F' déu bi chian dia phuong (Dinh 1y 1.3.2).

Dua ra diéu kign dé ddm bao cho tinh chinh hinh ctia bat ky ham o(F, W)-chinh hinh, bi
chan trén cac tap bi chian trong D (Dinh 1y 1.4.6).

Chiing minh duge sy thac trién chinh hinh cac ham (-, W)-chinh hinh tit bao tuyén tinh
ctia mot tap bi chdan (Dinh 1y 2.1.2, Dinh 1y 2.1.3), tt tap compact khong da cuc (Dinh 1y
2.2.3, Dinh 1y 2.2.4).

M¢ rong Dinh 1y Hartogs trén tich Descartes ctia tap con L-chinh quy compact trong
khong gian Stein v6i mot khong gian Stein dén mot 1an can nao do6 ctia n6 (Dinh 1y 3.2.6).
Dong thoi mé rong duge Dinh 1y Hartogs trén cac tap chit thap cé6 ky di da cue, ky di da
chinh quy, ciing nhu khong ¢6 ky di (cac Dinh 1y 3.3.1, 3.3.3, 3.3.4, 3.3.6).

Ap dung céc két qué phia trude dé gidi quyét bai toan Wrobel trong trudng hop téng quat
hon, ciing nhu cac dinh Iy kiéu Vitali déi v6i cac diy ham chinh hinh trén khong gian
Fréchet (cac Dinh ly 4.1.1, 4.2.4, 4.2.5, 4.2.7).

Cac két qua trén 1a mdéi va 1a nhitng déng gép thuce sy vao huéng nghién cttu vé cdc ham

(-, W)-chinh hinh va &p dung. Ching c¢6 ¥ nghia khoa hoc, mang tinh thsi sy va duge sy quan

tam ciia nhiéu tac gia trong linh vitec nghién cttu ctia luan an.

Chiing toi dy dinh trong tuong lai sé nghién ctiu cac van dé sau:

Nghién cttu cac bai toan trén vdéi cac tap thi W khac.

Khéo sat bai toan trong truong hgp cac khong gian Fréchet khong c6 cac bat bién topo
tuyén tinh.

Khao sat bai toan trong khong gian ¢6 trong cac ham chinh hinh.

Tim kiém mot s6 ing dung.
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