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MỞ ĐẦU

Các hàm chỉnh hình giá trị véctơ là công cụ rất hữu ích trong việc nghiên cứu các lĩnh vực
toán học khác, ví dụ như trong lý thuyết nửa nhóm một tham số hoặc trong lý thuyết phổ và
các tính toán giải tích hàm. Ngay cả khi để chứng minh các định lý về các hàm chỉnh hình giá
trị vô hướng, đôi lúc cũng rất hữu ích nếu ta xét các hàm với giá trị trong không gian Banach.

Trong giải tích hàm, có thể nói rằng có hai cách tiếp cận chính với tính chất giải tích của
các hàm giá trị véctơ thông qua các khái niệm hàm chỉnh hình yếu và chỉnh hình, trong đó khái
niệm “yếu” là dễ kiểm tra hơn nhiều trong thực hành. Ở đây, hàm f : D Ñ F được gọi là chỉnh
hình yếu nếu u � f là chỉnh hình với mọi u P F 1, trong đó E,F là các không gian lồi địa phương
và D là một miền (tập mở và liên thông) trong E.

Ta biết rằng, một hàm chỉnh hình là chỉnh hình yếu. Vì vậy bài toán được đặt ra một cách
tự nhiên là “Khi nào tính chất chỉnh hình của hàm f được quyết định nếu nó chỉnh hình yếu?”.
Có thể nói người đầu tiên giải quyết bài toán này vào năm 1938 là Dunford [18]. Ông khẳng
định rằng điều này xảy ra khi D � C và F là một không gian Banach. Sau đó Grothendieck [25]
mở rộng kết quả này khi F là tựa đầy đủ. Trong thực tế, điều này cũng đúng khi E và F là các
không gian Hausdorff và E là khả mêtric [48, Théorème 1.2.10].

Như vậy, trong các trường hợp trên, nói chung người ta không kiểm tra tính chỉnh hình của
một hàm giá trị véctơ bằng việc kiểm tra các tính chất của định nghĩa, mà sẽ thuận lợi hơn nếu
ta tiến hành kiểm tra thông qua tính chỉnh hình yếu.

Tuy nhiên, người ta cảm nhận rằng có thể làm bé hơn tập thử F 1 cho tính chất chỉnh hình
của hàm f . Khi đó một câu hỏi quan trọng được đặt ra là “xác định tập thử nhỏ nhất W � F 1”
sao cho vẫn đủ để kiểm tra tính chất chỉnh hình của f . Vì vậy một số khái niệm chỉnh hình yếu
khác (yếu hơn khái niệm truyền thống) được đề xuất và nhận được sự quan tâm nghiên cứu rất
gần đây. Đó là hàm pF,W q-chỉnh hình, theo nghĩa, u � f là chỉnh hình với mọi u P W � F 1.
Chính vì thế, gần đây một số tác giả đã gọi là hàm chỉnh hình “rất yếu” thay cho tên gọi “yếu”
thông thường nhằm phân biệt với các khái niệm yếu mới xuất hiện.

Để trả lời câu hỏi đó, trong hơn thập niên gần đây, hai bài toán sau dành được sự quan tâm
đặc biệt của nhiều nhóm nghiên cứu trên thế giới.

Bài toán 1. Tìm kiếm các lớp F các hàm pF,W q-chỉnh hình trên D � E với giá trị trong
F và các điều kiện của các không gian lồi địa phương E,F, các tập xác định D � E, các
tập thử W � F 1 sao cho mọi f P F đều chỉnh hình.

Bài toán 2. Tìm kiếm các lớp F các hàm f : M Ñ F và các điều kiện của các không
gian lồi địa phương E,F, các tập xác định M � E, các tập thử W � F 1 sao cho nếu u � f
có một thác triển chỉnh hình đến một lân cận D nào đó của M thì f có thể thác triển
(duy nhất) chỉnh hình trên D với mọi f P F .

Kết quả sớm nhất của Bài toán 1 có thể tìm thấy trong [40, p. 139] cho trường hợp D � C, F
Banach, W xác định chuẩn và F là lớp hàm bị chặn địa phương (cũng xem [8, Theorem 1.3]).
Nó là một hệ quả trực tiếp của công thức tích phân Cauchy. Sau đó, trong luận án Tiến sĩ của
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mình, Grosse-Erdmann [23] đã mở rộng kết quả trên cho trường hợp W tách điểm F nhưng với
một chứng minh khá phức tạp.

Năm 2000, trong [8] Arendt và Nikolski đã cải thiện chứng minh của Grosse-Erdmann bằng
cách sử dụng các định lý Vitali. Thậm chí họ còn khẳng định rằng kết quả trên đúng cho trường
hợp F là không gian Fréchet. Cũng trong công trình này, các tác giả cũng chỉ ra rằng, nếu W
không xác định tính bị chặn thì kết luận này không còn đúng nữa [8, Theorem 1.5]. Ở đây chú
ý rằng, nếu W xác định tính bị chặn thì nó xác định chuẩn. Tính chất bị chặn địa phương của
lớp hàm F cũng được chứng minh là không thể bỏ qua. Tuy nhiên, cũng trong [8], Arendt và
Nikolski đã chứng tỏ rằng, trong trường hợp này nếu W là không gian con hầu xác định chuẩn
thì f P F sẽ chỉnh hình nhưng chỉ trên một tập con trù mật D0 nào đó của D [8, Theorem 1.8].

Sau đó, vào năm 2004, Grosse-Erdmann đã đạt được kết quả tổng quát của Bài toán 1 với
D là một miền trong không gian E lồi địa phương, F là đầy đủ địa phương, F là lớp các hàm
bị chặn khuếch đại và W là tách điểm [24, Theorem 3].

Từ kết quả nói trên, trong [23] Grosse-Erdmann dễ dàng giải quyết Bài toán 2 cho trường hợp
M � DzK, với K là tập compact trong miền D của C, và sự thác triển là duy nhất [23, Theorem
5.2]. Năm 2004, tác giả này đã giải quyết bài toán trên cho tập M nhỏ hơn so với kết quả trước.
Ở đây tập M được giả thiết là xác định hội tụ đều địa phương trong HpDq với D là một miền
trong Cn và F là lớp các hàm bị chặn trên M XK với mọi tập compact K � D [24, Theorem
2].

Trong công trình [8], Arendt và Nikolski cũng quan tâm đến Bài toán 2 cho trường hợp M
là một tập con có điểm giới hạn trong miền D � C và lớp hàm F là tùy ý, còn W là một không
gian con đóng, hầu xác định chuẩn của F 1 [8, Theorem 3.5].

Hầu hết các tác giả kể trên đều sử dụng công cụ thuần túy giải tích phức, cụ thể là hàm
chỉnh hình nhiều biến giá trị véctơ và một ít công cụ của không gian véctơ tôpô.

Vào năm 2007, Bonet, Frerick và Jordá [14, 21], thông qua công cụ giải tích hàm, lý thuyết
bó và nhờ kỹ thuật tuyến tính hóa không gian các hàm chỉnh hình, đã giải quyết Bài toán 2 cho
nhiều trường hợp hơn. Các tác giả này đã chứng minh được các kết quả tổng quát sau:

• Nếu F là một bó con đóng của lớp C8 các hàm khả vi vô hạn trên một miền D � Rn,
M là một tập duy nhất đối với F pDq, và W � F 1 là một không gian con xác định tính
bị chặn, F đầy đủ địa phương thì ánh xạ hạn chế RM,W : F pD,F q Ñ FGpM,F q là toàn
ánh [14, Theorem 9].

• Nếu M � D � Nn0 xác định tôpô trong F pDq và W � F 1 là tách điểm, thì ánh xạ hạn
chế RM,W : F pΩ, Eq Ñ FW pM,F qlb là toàn ánh trong hai trường hợp sau: hoặc F là một
không gian Br-đầy đủ [14, Theorem 17]; hoặc F là đầy đủ địa phương và W là trù mật
mạnh [21, Theorem 1 and Theorem 3].

Gần đây, vào năm 2009, trong [22], Frerick, Jordá và Wengenroth cũng dùng kỹ thuật nói
trên đã giải quyết Bài toán 2 cho M là các tập gầy và tập béo với một số lớp hàm nhận giá trị
trong không gian đầy đủ địa phương. Cụ thể, các tác giả này khẳng định rằng sự thác triển là
duy nhất đến một hàm chỉnh hình bị chặn trên D trong các trường hợp:
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• D � Cn, M � D là một tập duy nhất đối với H8pDq, F là không gian đầy đủ địa phương
và W � F 1 là một không gian con mà xác định tính bị chặn trong F [22, Theorem 2.2].

• M là một tập mẫu của H8pDq, F là không gian đầy đủ địa phương, W là một không gian
con σpF 1, F q-trù mật của F 1 và F là lớp các hàm bị chặn trên M [22, Theorem 3.2].

Theo dòng nghiên cứu này, chúng tôi quan tâm đến việc khảo sát các bài toán trên một cách
tổng quát hơn so với các tác giả trước, trong trường hợp không gian có bất biến tôpô tuyến tính.
Đồng thời chúng tôi cũng quan tâm đến hàm chỉnh hình phân biệt, các định lý dạng Hartogs,
các định lý chữ thập cho lớp hàm trên không gian Fréchet, lớp hàm p�,W q-chỉnh hình phân biệt.
Bài toán tìm các điều kiện để đảm bảo cho một hàm chỉnh hình phân biệt (tức là chỉnh hình
theo từng biến) là chỉnh hình đã được đặt ra từ cuối thế kỷ 19 và cho đến nay vẫn còn nhận
được sự quan tâm của nhiều nhà toán học. Có thể tạm chia lịch sử phát triển của bài toán này
thành 4 giai đoạn chính.

Trong giai đoạn từ năm 1899 đến năm 1967, nhiều kết quả đặc biệt quan trọng đạt được
về vấn đề này bởi các nhà toán học nổi tiếng như Osgood (1899), Hartogs (1906) và Hukuhara
(1930) cho trường hợp hàm 2 biến trên tích Descartes (hình chữ nhật). Cuối giai đoạn này,
Shimoda (1957) và Terada (1967) đưa ra một số kết quả cho trường hợp một trong hai “cạnh”
của hình chữ nhật là có điểm tụ hoặc là không đa cực.

Ở giai đoạn từ năm 1968 đến năm 1997, người ta quan tâm đến việc tìm các kết quả tương
tự như Định lý Hartogs cho các hàm giải tích thực trên các tập chữ thập nhưng cũng chỉ cho
trường hợp hàm 2 biến. Một số nhà toán học tiêu biểu cho hướng nghiên cứu này phải kể đến
Siciak, Zaharjuta, Nguyễn Thanh Vân và Zeriahi.

Giai đoạn từ năm 1998 đến năm 2001, các kết quả nghiên cứu chủ yếu là các định lý chữ
thập có kỳ dị giải tích. Định lý tổng quát nhất cho trường hợp 2 biến là của Alehyane và
Zeriahi [1, Théorème 2.2.1]. Người ta gọi kết quả này là Định lý chữ thập cổ điển. Ta dễ nhận
thấy rằng có thể thiết lập định lý này một cách tổng quát hơn cho trường hợp n ¡ 2 biến, cho
không gian giải tích phức và các đa tạp Stein. Với trường hợp có kỳ dị giải tích phải kể đến các
kết quả của Öktem. Sau đó chúng được Siciak tổng quát hóa cho trường hợp kỳ dị trên các tập
đại số [69]. Một số kết quả tổng quát về bài toán này thuộc về Jarnicki và Pflug được công bố
trong các năm 2000, 2001.

Giai đoạn từ năm 2001 đến nay, người ta quan tâm đến các định lý chữ thập có kỳ dị tổng
quát hơn. Bài toán hiện đang được quan tâm giải quyết với kỳ dị đa cực, kỳ dị đa chính quy, ...
và đang xem xét cho các lớp hàm với giá trị trên các đa tạp và trên các không gian phức. Nhiều
kết quả đã đạt được có thể xem trong các công trình của Jarnicki, Pflug và Nguyễn Việt Anh.

Mục đích của luận án là giải quyết hai Bài toán 1 và 2 cho trường hợp tổng quát, cụ thể là
thay việc xem xét D là tập con của Cn bởi D là tập con của một không gian Fréchet hoặc đối
ngẫu Fréchet nào đó, mở rộng các Định lý Hartogs và Định lý chữ thập cho các hàm p�,W q-chỉnh
hình phân biệt và tìm kiếm một số áp dụng của kết quả nghiên cứu.

Giải tích hàm, Giải tích phức, Lý thuyết thế vị phức, ... là các công cụ chính mà chúng tôi
sẽ sử dụng trong luận án này.

Luận án, ngoài phần mở đầu và kết luận, gồm có 4 chương và 86 tài liệu tham khảo.
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Tính bị chặn địa phương của hàm đóng vai trò quan trọng trong bài toán chỉnh hình yếu và
thác triển chỉnh hình. Trong phần đầu của chương 1, chúng tôi quan tâm đến tính bị chặn địa
phương của các hàm chỉnh hình giữa các không gian Fréchet với các bất biến tôpô tuyến tính.
Cụ thể chúng tôi chứng minh được đẳng thức

HLBpD,F q � HpD,F q (HLB)

với mọi tập mở D trong E, khi E P pΩq (tương ứng prΩq) và F P pLB8q (tương ứng pDNq),
trong đó E,F là các không gian Fréchet (Định lý 1.3.2). Định lý này là mở rộng thực sự các kết
quả của Vogt phát biểu cho các ánh xạ tuyến tính liên tục [82, Satz 2.1, Satz 3.2, Satz 6.1, Satz
6.2].

Ở phần tiếp theo của chương, chúng tôi nghiên cứu một số vấn đề về hàm σpF,W q-chỉnh
hình. Trong [28] Hải đã mở rộng kết quả của Arendt và Nikolski với hàm f xác định trên
một tập con mở D trong không gian Fréchet-Schwartz E P pΩq nhận giá trị trong không gian
Fréchet-Schwartz F P pLB8q hoặc D � C nhận giá trị trong không gian Fréchet F P pLB8q và
trong cả hai trường hợp trên kết quả có được là hàm f chỉnh hình trên một tập con mở trù mật
của D [28, Theorem 4.1, Theorem 4.2]. Với điều kiện chúng tôi thêm vào “bị chặn trên các tập
bị chặn” của hàm f thì kết luận “chỉnh hình trên một tập con mở trù mật của D” được thay
bằng “chỉnh hình trên D” (Định lý 1.4.6). Chú ý rằng, trong một số trường hợp (chẳng hạn, khi
E là không gian Fréchet-Montel), tính “bị chặn trên các tập bị chặn” của hàm f là yếu hơn so
với tính “bị chặn địa phương” của hàm f . Nhờ vào một kết quả của Hải [28, Example 5.1] ta có
thể chỉ ra rằng Định lý 1.4.6 không đúng đối với các hàm giải tích thực nhận giá trị Banach và
vì vậy nói chung nó cũng không đúng đối với các hàm giải tích thực nhận giá trị Fréchet tổng
quát. Cuối cùng, từ Bổ đề 1.4.7 chúng tôi nhận được trực tiếp kết quả cho trường hợp E � Cn

(Định lý 1.4.8).

Dựa vào các kết quả nghiên cứu của chương 1, chúng tôi sẽ khảo sát ở chương 2 bài toán
thác triển chỉnh hình từ các tập đặc biệt. Dựa vào ý tưởng của Meise và Vogt [46, Theorem 3.3,
Theorem 3.9], chúng tôi đã xét bài toán này trong trường hợp tổng quát hơn, đó là thác triển
từ bao tuyến tính của một tập bị chặn (Định lý 2.1.2 và Định lý 2.1.3), thác triển từ tập con
compact không đa cực (Định lý 2.2.3 và Định lý 2.2.4). Các kết quả này là sự tổng quát hóa kết
quả của Frerick, Jordá và Wengenroth [22, Theorem 2.2]. Từ tính chất kế thừa qua các không
gian con của tính chất pDNq, như trong [22] chúng tôi nhận được kết quả về tính duy nhất (Hệ
quả 2.2.5). Hệ quả này khẳng định rằng, không gian con đóng nhỏ nhất chứa ảnh của một tập
compact không đa cực qua ánh xạ chỉnh hình bị chặn cũng chính là không gian miền giá trị nhỏ
nhất của ánh xạ đó.

Trong chương 3 chúng tôi nghiên cứu sự thác triển chỉnh hình của các hàm pF,W q-chỉnh
hình phân biệt từ một tích của tập con rL-chính quy compact trong không gian Stein với một
không gian Stein đến một lân cận nào đó của nó (Định lý 3.2.6) và của các hàm pF,W q-chỉnh
hình bị chặn với các tập con compact không đa cực trên một tập chữ thập trong Cp�Cq, trong
đó F là không gian Fréchet và W � F 1 là một không gian con xác định tính bị chặn trong F
(Định lý 3.3.1). Từ Định lý 3.3.1 chúng tôi cũng suy ra được rằng thớ theo từng thành phần
của tập kỳ dị của hàm f là các tập đa cực (Mệnh đề 3.3.2). Nếu ta thay F trong Định lý 3.3.1
là không gian đầy đủ địa phương và điều kiện yếu hơn cho các họ tu � fzuuPW , tu � fwuuPW thì
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ta nhận được thác triển chỉnh hình của hàm f trên một tập có kỳ dị (Định lý 3.3.3). Một số kết
quả về hàm p�,W q-chỉnh hình với kỳ dị đa chính quy cũng nhận được từ Định lý trên như là
các hệ quả. Chú ý rằng tính đa chính quy là mạnh hơn tính không đa cực. Vì vậy nếu ta thay
giả thiết “không đa cực” của E và G trong Định lý 3.3.1 bởi điều kiện mạnh hơn “đa chính quy”
và điều kiện tăng thêm cho các họ tu � fzuuPW , tu � fwuuPW thì ta nhận được thác triển chỉnh
hình không có kỳ dị của hàm f (Định lý 3.3.6). Ý tưởng chính của phép chứng minh các định
lý này là sử dụng kết quả gần đây của Frerick, Jordá và Wengenroth ([22], Theorem 2.2).

Trong chương 4 chúng tôi nêu một số áp dụng của các kết quả đạt được trong các chương
trước vào việc giải quyết Bài toán Wrobel và chứng minh một số định lý về hội tụ kiểu Vitali.
Wrobel đã đặt ra bài toán: Cho D � C là một miền, F là một không gian Banach và f : D Ñ F

là hàm bị chặn địa phương. Hàm f có chỉnh hình hay không nếu tồn tại một không gian lồi địa
phương Y và một đơn ánh tuyến tính liên tục j : F Ñ Y sao cho j � f là chỉnh hình? Sử dụng
các Định lý 1.4.6, 1.4.8, chúng tôi nhận được kết quả tổng quát hơn của bài toán Wrobel (Định
lý 4.1.1). Phần tiếp theo chúng tôi cũng chứng minh được các định lý kiểu Vitali đối với dãy các
hàm chỉnh hình bị chặn địa phương trên một miền trong không gian Fréchet với giá trị trong
không gian Fréchet (Định lý 4.2.4). Ý tưởng chính của định lý này xuất phát từ định lý Vitali
cổ điển nói rằng hãy tìm các điều kiện để có thể đảm bảo dãy các hàm chỉnh hình mà nó hội
tụ trên một tập con của miền D hội tụ trên toàn miền D. Kết quả này là mở rộng kết quả của
Arendt và Nikolski (Định lý 4.2.3). Trong phần cuối của chương này, chúng tôi trình bày các
định lý kiểu Vitali đối với dãy các hàm chỉnh hình giữa các không gian Fréchet-Schwartz có bất
biến tôpô tuyến tính (Định lý 4.2.5).

Luận án được viết dựa trên các công trình [61–63]. Các kết quả của luận án được báo cáo
tại:

• Seminar Khoa Toán, Trường Đại học Quy Nhơn;

• Hội nghị Toán học phối hợp Việt-Pháp tại Huế, 20-24/08/2012;

• Hội thảo Toán học Châu Á, 2013 tại Busan, Korea, 30/06-04/07/2013;

• Đại hội Toán học Việt Nam lần thứ 8 tại Nha Trang, 10-14/08/2013;

• Hội nghị Toán học Miền Trung-Tây Nguyên tại Quy Nhơn, 12-14/08/2015.
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Chương 1

TÍNH CHỈNH HÌNH CỦA HÀM

p�,W q-CHỈNH HÌNH

Các kết quả mới của chương này được trích ra từ công trình [61].

1.1 Một vài khái niệm

Định nghĩa 1.1.1 ([56]). Cho A � paj,kqpj,kqPN2 là một ma trận Köthe thỏa mãn các điều kiện:

(i) 0 ¤ aj,k ¤ aj,k�1, @j, k P N;

(ii) @ j P N Dk P N : aj,k ¡ 0.

Khi đó ta ký hiệu λpAq là không gian dãy

λpAq �
!
x � px1, x2, ...q P CN : }x}k �

8̧

j�1

|xj |aj,k   �8 với mọi k P N
)
.

Rõ ràng λpAq là một không gian Fréchet với tôpô lồi địa phương cảm sinh bởi hệ nửa chuẩn
t} � }ku.

Định nghĩa 1.1.2 ([56]). Nếu ma trận A � paj,kq � pr
αj

k q thỏa mãn

(i) 0   αj ¤ αj�1, lim
jÑ�8

αj � �8;

(ii) 0   rk   rk�1, lim
kÑ�8

rk � r, 0   r ¤ �8,

thì không gian

Λrpαq �
!
x P CN : }x}k �

8̧

j�1

|xj |r
αj

k   �8 với mọi k P N
)

được gọi là không gian các chuỗi lũy thừa.

Nếu r hữu hạn thì Λrpαq được gọi là không gian các chuỗi lũy thừa loại hữu hạn.

Nếu r � 8 thì Λ8pαq được gọi là không gian các chuỗi lũy thừa loại vô hạn.
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Định nghĩa 1.1.3 ([82]). Cho E là không gian Fréchet với tôpô xác định bởi họ tăng các nửa
chuẩn t} � }ku. Ta nói E có tính chất

pΩq : nếu @p Dq @k, Dd,C ¡ 0 sao cho

} � }�1�d
q ¤ C} � }�k} � }

�d
p ;

pLB8q : nếu @%k Ò 8,@p Dq @k0 Dpk,Ck0 ,@u P E1, Dk : k0 ¤ k ¤ pk sao cho

}u}�1�%k
q ¤ Ck0}u}

�
k}u}

�%k
p ;

prΩq : nếu @ p D q d ¡ 0 @ k D C ¡ 0 sao cho

} � }�1�d
q ¤ C} � }�k} � }

�d
p ;

pΩq : nếu Dd ¡ 0 @p Dq @k DC ¡ 0 sao cho

} � }�1�d
q ¤ C} � }�k} � }

�d
p ;

pΩq : nếu @p Dq @k, d ¡ 0 DC ¡ 0 sao cho

} � }�1�d
q ¤ C} � }�k} � }

�d
p .

Rõ ràng các tính chất này được kế thừa qua không gian thương và

pΩq ñ pΩq ñ prΩq ñ pLB8q ñ pΩq.

Định nghĩa 1.1.4 ([46]). Cho E là không gian Fréchet với tôpô xác định bởi họ tăng các nửa
chuẩn t} � }ku. Giả sử B P BpEq. Ta nói E có tính chất

prΩBq : nếu @ p D q, d, C ¡ 0 sao cho

} � }�1�d
q ¤ C} � }�B} � }

�d
p ;

pΩBq : nếu D tdnu Ò �8,@p Dq Dko @k ¥ ko DCpkq ¡ 0 sao cho @u P E1

}u}�1�dk
q ¤ Cpkq}u}�B}u}

�dk
p .

Định nghĩa 1.1.5 ([82]). Cho E là không gian Fréchet với tôpô xác định bởi họ tăng các nửa
chuẩn t} � }ku. Ta nói E có tính chất

pLB8q : nếu @dn Ò 8, Dp @q Dkq ¥ q, Cq ¡ 0,@x P E, Dm : q ¤ m ¤ kq sao cho

}x}1�dmq ¤ Cq}x}m}x}
dm
p ;

pDNq : nếu Dp Dd ¡ 0 @q Dk, C ¡ 0 sao cho

} � }1�dq ¤ C} � }k} � }
d
p;

pDNq : nếu Dp @q Dk, d, C ¡ 0 sao cho

} � }1�dq ¤ C} � }k} � }
d
p.

Dễ thấy các tính chất này được kế thừa qua không gian con và

pLB8q ñ pDNq ñ pDNq.

Chú ý rằng trong [85] Zahariuta đã đưa ra một dạng tương đương của tính chất pDNq như
sau

Dp @q, d ¡ 0 Dk,C ¡ 0 sao cho } � }1�dq ¤ C} � }k} � }
d
p. (DNZ)
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Các bất biến tôpô tuyến tính trên được Vogt giới thiệu và nghiên cứu trong các công trình [78–82].
Ở đây, khi E có tính chất pΩq, pΩq, pLB8q, pDNq, ... ta viết E P pΩq, E P pΩq, E P pLB8q, E P

pDNq, ...

Định nghĩa 1.1.6 ([16]). Một tập con U của không gian véctơ E (trên trường phức) được gọi
là mở hữu hạn nếu U XF là mở theo tôpô Euclide của F với mọi không gian con hữu hạn chiều
F của E.

Giả sử D là tập con mở hữu hạn của không gian véctơ E và F là không gian lồi địa phương.
Hàm f : D Ñ F được gọi là hàm chỉnh hình Gâteaux hay G-chỉnh hình nếu với mỗi a P D, b P E
và u P F 1 hàm giá trị phức của một biến số phức

λ ÞÝÑ u � fpa� λbq

là chỉnh hình trên lân cận của 0 P C.

Ký hiệu HGpD,F q là tập tất cả các hàm G-chỉnh hình trên D nhận giá trị trong F . Khi
F � C, để đơn giản ta thay HGpD,Cq bởi HGpDq.

Định nghĩa 1.1.7 ([16]). Cho E và F là các không gian lồi địa phương và H � D � E là mở.
Hàm f : D Ñ F được gọi là hàm chỉnh hình nếu f liên tục và u � f là hàm chỉnh hình Gâteaux
với mọi u P F 1.

Ký hiệu HpD,F q là không gian véctơ của tất cả các hàm chỉnh hình trên D nhận giá trị
trong F. Khi F � C, để đơn giản ta thay HpD,Cq bởi HpDq. Tôpô mở compact trên HpD,F q
được ký hiệu là τo.

Không gian của tất cả các hàm chỉnh hình đi từ E vào F mà bị chặn trên các tập bị chặn
trong E được ký hiệu là HbpE,F q, không gian này được trang bị tôpô τb hội tụ đều trên các
tập bị chặn. Ký hiệu H8pD,F q là không gian con của tất cả các hàm bị chặn trong HpD,F q.
Để đơn giản ta thay H8pD,Cq bởi H8pDq.

Định nghĩa 1.1.8 ([16]). Giả sử K là một tập con compact trong E. Ký hiệu HpKq là không
gian các mầm các hàm chỉnh hình trên K, được trang bị với tôpô giới hạn quy nạp

HpKq � lim ind
U×K

H8pUq,

trong đó U chạy trên tất cả các lân cận của K trong E.

Ký hiệu Ωpfq � tz P D : f chỉnh hình tại zu. Khi đó Spfq :� DzΩpfq được gọi là tập kỳ dị
của f.

Định nghĩa 1.1.9 ([20]). Cho E là không gian lồi địa phương, Ω � E là tập con mở, u : Ω Ñ

r�8,�8q là hàm nửa liên tục trên. Hàm u được gọi là đa điều hòa dưới trên Ω nếu u là hàm
điều hòa dưới trên mọi đường thẳng phức trong Ω.

Tập hợp tất cả các hàm đa điều hòa dưới trên Ω, ký hiệu là PSHpΩq.
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Định nghĩa 1.1.11 ([20]). Cho X là đa tạp phức, u : X Ñ r�8,�8q là hàm nửa liên tục trên.
Hàm u được gọi là đa điều hòa dưới trên X nếu u � f là hàm điều hòa dưới trên ∆ với mọi ánh
xạ chỉnh hình f : ∆ Ñ X trên đĩa ∆ � tz P C : |z|   1u.

Định nghĩa 1.1.12 ( [16]). Cho D là tập con mở của không gian lồi địa phương E. Tập
B � D được gọi là tập cực nếu tồn tại một hàm đa điều hòa dưới v trên D, v � �8 sao cho
B � tx P D : vpxq � �8u.

Định nghĩa 1.1.13 ([43]). Giả sử K � Ω với Ω là một tập mở trong không gian phức X. Đặt

U pK,Ωq � tu P PSHpΩq : u ¤ 1, u
��
K
¤ 0u.

Khi đó uK,Ωpzq � suptupzq : u P U pK,Ωqu được gọi là hàm cực trị tương đối của cặp pK,Ωq
và ωp�,K,Ωq :� u�K,Ω cho bởi

u�K,Ωpzq � ωpz,K,Ωq � lim sup
ΩQz1Ñz

uK,Ωpz
1q, z P Ω

được gọi là hàm chính quy hóa nửa liên tục trên của uK,Ω.

Định nghĩa 1.1.14 ([86]). Điểm a P Ω được gọi là điểm đa chính quy địa phương (hay L-chính
quy địa phương) của K nếu a P K và ωpa,K,Uq � 0 với mọi lân cận U của a trong Ω. Hơn nữa,
K được gọi là đa chính quy địa phương (hay L-chính quy địa phương) nếu nó đa chính quy địa
phương tại mọi điểm a P K.

Ký hiệu K� là tập tất cả các điểm đa chính quy của K (trong Ω). Trong [10] Bedford và
Taylor đã chứng minh được kết quả sau:

Định lý 1.1.15 ([10]). Nếu K là không đa cực thì K� là không đa cực và KzK� là đa cực.

Định nghĩa 1.1.16 ([86]). Tập K được gọi là đa chính quy (hoặc L-chính quy) nếu ωp�,K X

U,Uq � 0 trên K với mọi lân cận U của K.

Định nghĩa 1.1.17 ([86]). Tập K được gọi là rL-chính quy nếu ωp�,K X U,Uq   1 trên K với
mọi lân cận U của K.

1.2 Một số đặc trưng mới của tính chất pΩq

Mục này sẽ đưa ra một số đặc trưng mới của tính chất pΩq.

Mệnh đề 1.2.1. Cho E là không gian Fréchet. Khi đó E P pΩq nếu và chỉ nếu E P pΩ8q, có
nghĩa là

D tdnu Ò �8, @ p D q D ko @k ¥ ko D Cpkq ¡ 0 sao cho @ u P E1 :

}u}�1�dk
q ¤ Cpkq}u}�k}u}

�dk
p .

Từ mệnh đề này, bằng cách lập luận như trong phép chứng minh của Vogt [80] chúng ta
nhận được các điều kiện tương đương của pΩq.
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Mệnh đề 1.2.2. Cho E là một không gian Fréchet. Khi đó E P pΩBq nếu và chỉ nếu Dtdnu Ò
�8, @p Dq Dko @k ¥ ko DCpkq ¡ 0 sao cho

Uq � rdkB �
Cpkq

r
Up với mọi r ¡ 0.

Mệnh đề 1.2.3. Cho E là một không gian Fréchet. Khi đó E P pΩq nếu và chỉ nếu tồn tại
B P BpEq sao cho E P pΩBq.

Chú ý. Nếu E là Fréchet-Schwartz thì tập B có thể được chọn trong KpEq (xem [17]).

1.3 Hàm chỉnh hình bị chặn địa phương

Tính bị chặn địa phương của hàm đóng vai trò quan trọng trong bài toán chỉnh hình yếu và
thác triển chỉnh hình. Kết quả chính của phần này là thiết lập tính bị chặn địa phương của các
hàm chỉnh hình giữa các không gian Fréchet với các bất biến tôpô tuyến tính.

Trong [82] Vogt đã chứng minh được rằng một không gian Fréchet F P pLB8q nếu và chỉ
nếu

LpΛ8pαq, F q � LBpΛ8pαq, F q, (LB)

trong đó LpE,F q không gian các ánh xạ tuyến tính liên tục giữa các không gian lồi địa phương
E,F và LBpE,F q là tập hợp tất cả A P LpE,F q mà tồn tại lân cận U của 0 trong E sao cho
ApUq là bị chặn. Chú ý rằng Λ8pαq P pΩq với mọi α.

Chúng tôi muốn mở rộng tính chất pLBq cho không gian các hàm chỉnh hình.

Định nghĩa 1.3.1 ([15]). Một hàm chỉnh hình f P HpD,F q được gọi là bị chặn địa phương
trên D nếu với mọi z P D tồn tại một lân cận Uz của z sao cho fpUzq là bị chặn trong F .

Đặt HLBpD,F q �
 
f P HpD,F q : f bị chặn địa phương trên D

(
.

Vấn đề được đặt ra ở đây là tìm các điều kiện của E và F sao cho

HLBpD,F q � HpD,F q (HLB)

với mọi tập mở D trong E.

Định lý sau là một phiên bản chỉnh hình của pLBq nhưng với các không gian thuộc các lớp
tổng quát có các bất biến tôpô tuyến tính.

Định lý 1.3.2. Cho E,F là các không gian Fréchet. Giả sử E có một cơ sở tuyệt đối. Khi đó,
đẳng thức pHLBq xảy ra với mọi tập mở D trong E nếu một trong hai điều kiện sau thỏa mãn:

(i) E P pΩq, F P pLB8q;

(ii) E P prΩq, F P pDNq.
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1.4 Các hàm σp�,W q-chỉnh hình

Định nghĩa 1.4.1 ([28]). Cho E,F là các không gian lồi địa phương, D là tập mở trong E và
W là tập con của F 1. Hàm f : D Ñ rF, σpF,W qs được gọi là σpF,W q-chỉnh hình nếu u � f là
hàm chỉnh hình với mọi u PW.

Định nghĩa 1.4.2 ([8]). Cho F là không gian lồi địa phương và W � F 1. Tập W được gọi là

(i) tách điểm nếu upxq � 0 với mỗi u PW suy ra x � 0;

(ii) xác định tính bị chặn nếu mọi tập con B � F là bị chặn khi upBq là bị chặn trong C với
mọi u PW ;

(iii) xác định tôpô của F nếu tôpô của F là tôpô hội tụ đều trên các tập bị chặn của F 1 chứa
trong W.

Chúng ta bắt đầu phần này bằng việc xem xét mở rộng các kết quả sau của Hải [28, Theorem
4.1 and Theorem 4.2].

Định lý 1.4.4 ([28]). Cho E,F là các không gian Fréchet-Schwartz và D là tập con mở trong
E. Giả sử E P pΩq, F P pLB8q, W � F 1 xác định tôpô của F . Khi đó nếu f : D Ñ F là hàm
σpF,W q-chỉnh hình thì f chỉnh hình trên một tập con mở trù mật của D.

Trong trường hợp D là tập con mở của C, Hải [28] đã chỉ ra giả thiết “Schwartz” của không
gian F là thừa.

Định lý 1.4.5 ([28]). Cho D là tập con mở trong C, F là không gian Fréchet. Giả sử F P pLB8q,
W � F 1 xác định tôpô của F . Khi đó nếu f : D Ñ F là hàm σpF,W q-chỉnh hình thì f chỉnh
hình trên một tập con mở trù mật của D.

Hải [28] đã chỉ ra rằng Định lý 1.4.4 không đúng trong trường hợp hàm giải tích thực, thậm
chí hàm giải tích thực nhận giá trị Banach. Hải cũng chỉ ra điều ngược lại của Định lý 1.4.5 là
không đúng. Chúng tôi mở rộng hai định lý này, với điều kiện thêm vào “bị chặn trên các tập
bị chặn” của hàm f thì kết luận “chỉnh hình trên một tập con mở trù mật của D” được thay
bằng “chỉnh hình trên D”. Chú ý rằng, trong một số trường hợp (chẳng hạn, khi E là không
gian Fréchet-Montel), tính “bị chặn trên các tập bị chặn” của hàm f là yếu hơn so với tính “bị
chặn địa phương” của hàm f .

Định lý 1.4.6. Cho E,F là các không gian Fréchet-Schwartz và D là tập con mở trong E. Giả
sử E P pΩq, E có cơ sở Schauder tuyệt đối, F P pLB8q, W � F 1 xác định tôpô của F . Khi đó
nếu f : D Ñ F là hàm σpF,W q-chỉnh hình, bị chặn trên các tập bị chặn trong D thì f là chỉnh
hình.

Để chứng minh định lý này, chúng ta cần kết quả quan trọng sau. Bổ đề này là một kết quả
tương tự như [8, Theorem 3.1].
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Bổ đề 1.4.7. Cho E là không gian Fréchet, D � E là tập mở và F là không gian Fréchet. Giả
sử f : D Ñ F là một hàm bị chặn địa phương sao cho ϕ � f là chỉnh hình với mọi ϕ PW � F 1,

W là tách điểm. Khi đó f là hàm chỉnh hình.

Nhận xét. Trong Định lý 1.4.6, nếu f : D Ñ F là hàm σpF,W q-chỉnh hình sao cho q�f : D Ñ R
là bị chặn trên các tập bị chặn trong D với tất cả các nửa chuẩn liên tục q trên F thì hàm f

cũng chỉnh hình.

Từ Bổ đề 1.4.7 ta nhận được trực tiếp kết quả sau cho trường hợp E � Cn, vì mọi tập W
xác định tôpô trong F đều tách điểm và các hàm f bị chặn trên các tập bị chặn trong Cn đều
bị chặn địa phương. Đây là một tổng quát thật sự của Định lý 1.4.5.

Định lý 1.4.8. Cho F là không gian Fréchet và W là không gian con F 1 xác định tôpô của F.
Khi đó nếu f : D Ñ F là hàm σpF,W q-chỉnh hình trên tập mở D � Cn (n ¥ 1) sao cho f là bị
chặn trên các tập bị chặn trong D thì f là chỉnh hình.
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Chương 2

THÁC TRIỂN CHỈNH HÌNH

CÁC HÀM p�,W q-CHỈNH HÌNH

Dựa vào các kết quả đạt được ở chương 1, chúng tôi nghiên cứu bài toán thác triển chỉnh
hình từ các tập đặc biệt, thác triển từ bao tuyến tính của một tập bị chặn, thác triển từ tập
compact không đa cực. Các kết quả mới của chương này được trích từ các công trình [61,62].

2.1 Thác triển từ bao tuyến tính của một tập bị chặn

Định nghĩa 2.1.1. Cho E và F là hai không gian lồi địa phương. Hàm chỉnh hình f : E Ñ F

được gọi là loại bị chặn đều nếu tồn tại lân cận U của 0 P E và tập bị chặn B � F sao cho với
mọi r ¡ 0, tồn tại C � Cprq thỏa mãn điều kiện fprUq � CprqB.

Ta ký hiệu HubpE,F q là không gian véctơ con của HpE,F q bao gồm tất cả các hàm chỉnh
hình loại bị chặn đều. Ta viết HubpEq thay cho HubpE,Cq. Không gian E được gọi là có tính
chất pHubq (viết tắt là E P pHubq) nếu đẳng thức HpEq � HubpEq xảy ra.

Tất nhiên ta có HubpE,F q � HbpE,F q. Không gian véctơ HubpE,F q thường được trang bị
tôpô τub như sau

pHubpE,F q, τubq :� limind
p,B

pHbpEp, FBq, τbq.

Tính chất pHubq cũng là một bất biến tôpô tuyến tính. Trong [83] Vogt đã chứng tỏ rằng
pHubq ñ pΩq và theo Meise và Vogt [46] thì prΩq ñ pHubq trong trường hợp Fréchet hạch. Tính
chất pHubq cũng được kế thừa qua không gian thương.

Mở rộng kết quả của Meise và Vogt (cho trường hợp hàm giá trị vô hướng) [46, Theorem
3.9], chúng tôi nhận được các kết quả sau:

Định lý 2.1.2. Cho E là không gian Fréchet với cơ sở Schauder tuyệt đối và F là không gian
Fréchet. Giả sử tồn tại B P BpEq sao cho một trong các điều kiện sau đây là đúng:

(i) E P pΩBq và F P pLB8q;

(ii) E P prΩBq và F P pDNq.
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Khi đó, HbppEB, τEq, F q � HubpE,F q, trong đó τE là tôpô của EB cảm sinh bởi tôpô của E.

Chú ý. Bằng cùng chứng minh, kết luận của Định lý có thể phát biểu rằng, với mỗi f P

HppEB, } � }Bq, F q mà f có một thác triển chỉnh hình (theo tôpô τE) đến một lân cận của 0 P E,
được thác triển chỉnh hình đến E.

Trong trường hợp hàm vô hướng và E là không gian Fréchet hạch, Meise và Vogt [46, Theorem
3.9] đã chứng minh rằng E P prΩq khi và chỉ khi các khẳng định tương đương trong định lý trên
cũng tương đương với khẳng định sau:

HpEB, τEq �tf P HpEB, } � }Bq : f có một thác triển chỉnh hình

đến một lân cận của 0 trong Eu.

Bây giờ ta xét định lý trên trong trường hợp E là không gian Fréchet hạch cho hàm giá trị
Fréchet.

Định lý 2.1.3. Cho E là không gian Fréchet hạch và F là không gian Fréchet. Giả sử tồn tại
B P BpEq sao cho một trong các điều kiện sau đây là đúng:

(i) E P pΩBq và F P pLB8q;

(ii) E P prΩBq và F P pDNq.

Khi đó mỗi f P HppEB, } � }Bq, F q, mà f có một thác triển chỉnh hình (theo tôpô τE) đến một
lân cận của 0 P E, đều có một thác triển chỉnh hình g P HubpE,F q.

2.2 Thác triển từ tập compact không đa cực

Định nghĩa 2.2.1 ([22]). Tập K � D được gọi là một tập duy nhất đối với H8pDq nếu mỗi
hàm f P H8pDq triệt tiêu trên K thì sẽ triệt tiêu trên toàn miền D.

Với đĩa đơn vị D � ∆ trong C, một kết quả cổ điển nói rằng một dãy K � tzn : n P Nu là
một tập duy nhất trong không gian các hàm chỉnh hình bị chặn khi và chỉ khi nó thỏa mãn điều
kiện Blaschke

°
nPN

p1� |zn|q � 8.

Năm 2009, Frerick, Jordá và Wengenroth [22] (cũng xem [14, Theorem 9]) đã chứng minh
được kết quả sau:

Định lý 2.2.2 ([22]). Giả sử K là tập duy nhất đối với H8pDq, trong đó D là một miền trong
Cn, F là không gian đầy đủ địa phương và W � F 1 là một không gian con xác định tính bị chặn
trong F . Nếu f : K Ñ F là một hàm sao cho u � f có một thác triển gu P H

8pDq với mỗi
u PW, thì f có duy nhất một thác triển g P H8pD,F q.

Trong phần này, bằng cách sử dụng kết quả trên, chúng tôi xét sự thác triển chỉnh hình của
các hàm giá trị véctơ từ một tập con không đa cực của một không gian Fréchet hạch.

14



Chúng tôi đặt vấn đề là tìm các lớp không gian Fréchet đủ lớn để với mọi tập con xác định
tính bị chặnW của F 1 ta sẽ nhận được thác triển chỉnh hình của một hàm f từ tập con compact
không đa cực K của D � E đến toàn bộ D nếu F P pDNq và u � f thác triển chỉnh hình được
với mọi u P W. Tuy nhiên, chúng tôi chỉ đạt được mong muốn trong trường hợp E thuộc lớp
không gian Fréchet hạch có tính chất xấp xỉ bị chặn, W � F 1 là tập cụ thể (xem Định lý 2.2.3)
và F cũng chỉ là không gian đặc biệt HpCq, không gian này có tính chất pDNq.

Định lý 2.2.3. Giả sử E là không gian Fréchet hạch có tính chất xấp xỉ bị chặn và K là một
tập compact, lồi, cân, không đa cực trong E. Cho W � tϕ �R : ϕ P rH8pr∆qs1u � rHpCqs1 với
r ¡ 1, trong đó ∆ � tλ P C : |λ|   1u là đĩa đơn vị trong C và R : HpCq Ñ H8pr∆q là ánh xạ
hạn chế. Giả sử f : K Ñ HpCq là một hàm sao cho u � f có một thác triển gu P H8pDq với mỗi
u PW, trong đó D là một lân cận nào đó của K. Khi đó f có một thác triển g P H8pD,HpCqq.

Chúng ta chưa biết định lý trên có còn đúng hay không với một tập con bất kỳW � rHpCqs1

mà nó xác định tính bị chặn trong HpCq. Tuy nhiên, nếu E thuộc vào một lớp nhỏ hơn của các
không gian Fréchet hạch, cụ thể, E có một cơ sở Schauder tuyệt đối, thì định lý là đúng với các
hàm trên K nhận giá trị trong một không gian Fréchet F P pDNq tùy ý. Ta có kết quả sau:

Định lý 2.2.4. Giả sử E là một không gian Fréchet hạch có cơ sở Schauder tuyệt đối và K là
một tập compact, lồi, cân, không đa cực trong E. Cho F là một không gian Fréchet với F P pDNq

và cho W � F 1 là một không gian con xác định tính bị chặn trong F. Giả sử f : K Ñ F là một
hàm sao cho u � f có một thác triển gu P H8pDq với mỗi u PW, trong đó D là một lân cận của
K. Khi đó f có một thác triển g P H8pD,F q.

Chú ý. Hải [28, Theorem 3.1] đã chứng minh kết quả này cho trường hợp W � F 1 (nghĩa là f
chỉnh hình yếu), K là một tập con compact duy nhất trong không gian Fréchet E P pΩq và F là
không gian Fréchet có tính chất pLB8q.

Từ tính chất kế thừa qua các không gian con của bất biến pDNq, như trong [22, Corollary
2.3] ta nhận được kết quả về tính duy nhất sau đây:

Hệ quả 2.2.5. Giả sử E là không gian Fréchet hạch với cơ sở Schauder tuyệt đối, K là tập
compact, lồi, cân, không đa cực trong E và D là một miền chứa K. Cho F là một không gian
Fréchet với F P pDNq và G � F là một không gian con đóng của F. Nếu f P H8pD,F q là một
hàm sao cho fpKq � G thì fpDq � G.
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Chương 3

HÀM p�,W q-CHỈNH HÌNH

PHÂN BIỆT

Các kết quả mới của chương này được trích từ các công trình [62,63].

3.1 Một số vấn đề cơ bản về không gian Stein

3.2 Mở rộng Định lý Hartogs trên tích Descartes

Trước hết ta giới thiệu một số khái niệm và ký hiệu.

Định nghĩa 3.2.1. Giả sử D là một tập con của không gian phức hoặc không gian lồi địa
phương X và F là một không gian lồi địa phương. Ta nói rằng f : D Ñ F là chỉnh hình địa
phương trên D nếu với mỗi x P D tồn tại một lân cận U của x trong X và một hàm chỉnh hìnhrf trên U sao cho rf � f trên U XD.

Định nghĩa 3.2.2 ([37]). Cho X,Y là các không gian phức hoặc lồi địa phương, E � K � X

và G � L � Y là các tập bất kỳ. Khi đó pE � Lq Y pK �Gq được gọi là tập chữ thập. Với mỗi
không gian lồi địa phương F, hàm f : pE�LqYpK�Gq Ñ F được gọi là chỉnh hình địa phương
phân biệt nếu

(i) Với mỗi x P E, hàm fxpyq :� fpx, yq là chỉnh hình địa phương trên L;

(ii) Với mỗi y P G, hàm fypxq :� fpx, yq là chỉnh hình địa phương trên K.

Định nghĩa 3.2.3. Giả sử E,F là các không gian lồi địa phương, D là tập con mở của E,
W � F 1. Một hàm f : D Ñ F được gọi là

(i) pF,W q-chỉnh hình trên D (và viết f P HW pD,F q) nếu u � f là chỉnh hình với mọi u PW.

(ii) pF,W q-chỉnh hình bị chặn trên D (và viết f P HW,8pD,F q) nếu u � f là chỉnh hình và bị
chặn trên D với mọi u PW.
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(iii) pF,W q-chỉnh hình địa phương (và viết f P HW
locpD,F q) nếu với mỗi z P D tồn tại một lân

cận U của z trong D sao cho f P HW pU,F q.

(iv) pF,W q-chỉnh hình bị chặn địa phương (và viết f P HW,8
loc pD,F q) nếu với mỗi z P D tồn tại

một lân cận U của z trong D sao cho f P HW
locpU,F q và u � f là bị chặn trên U với mọi

u PW.

Chúng tôi bắt đầu mục này bằng định lý sau.

Định lý 3.2.6. Giả sử K là một tập rL-chính quy compact trong một không gian Stein bất khả
quy địa phương X và Y là một không gian Stein với HpY q P pDNq. Cho F là một không gian
đầy đủ địa phương và W � F 1 là một không gian con xác định tính bị chặn trong F. Giả sử
f : K � Y Ñ F là một hàm sao cho:

(i) Với mỗi z P K hàm fz P H
W,8pY, F q, trong đó fz : Y Ñ F được xác định bởi

fzpwq � fpz, wq, w P Y ;

(ii) Với mỗi w P Y hàm fw P HW pK,F q và tu � fwuuPW là bị chặn đều địa phương trên K,

trong đó fw : K Ñ F được xác định bởi

fwpzq � fpz, wq, z P K.

Khi đó f có thể thác triển đến một hàm chỉnh hình trên một lân cận U � Y của K � Y.

3.3 Mở rộng Định lý Hartogs trên các tập chữ thập

Định lý 3.3.1. Giả sử U � Cn, V � Cm là các miền và K � U,L � V là những tập con
compact, không đa cực, F là một không gian Fréchet và W � F 1 là một không gian con xác định
tính bị chặn trong F. Giả sử Y � pK � V q Y pU � Lq và f : Y Ñ F là một hàm thỏa mãn các
điều kiện:

(i) Với mỗi u PW và z P K hàm u � fz P H
8pV q, trong đó fz : V Ñ F được xác định bởi

fzpwq � fpz, wq, w P V ;

(ii) Với mỗi u PW và w P L hàm u � fw P H8pUq, trong đó fw : U Ñ F được xác định bởi

fwpzq � fpz, wq, z P U.

Khi đó f có thể thác triển chỉnh hình đến một lân cận mở D của

Y � � pK � L�q Y pK� � Lq

mà nó là hợp của những thành phần liên thông của rY có giao với K� � L�, trong đó

rY � tpz, wq P U � V : ωpz,K�, Uq � ωpw,L�, V q   1u.

17



Từ định lý này ta nhận được kết quả sau.

Mệnh đề 3.3.2. Cho K,L lần lượt là các tập compact, liên thông, không đa cực trong Cn,Cm

tương ứng và F là một không gian Fréchet. Giả sử f : K � LÑ F là một hàm chỉnh hình phân
biệt. Ký hiệu Apfq � tpx, yq P K � L : f có một thác triển chỉnh hình đến một lân cận mở của
px, yq trong Cn � Cmu và Spfq � pK � LqzApfq. Nếu S1 và S2 lần lượt là những phép chiếu từ
Spfq vào Cn và Cm tương ứng thì S1 là đa cực trong Cn và S2 là đa cực trong Cm.

Nếu chúng ta thay F trong Định lý 3.3.1 là không gian đầy đủ địa phương và điều kiện yếu
hơn của các họ tu � fzuuPW , tu � fwuuPW và K,L là các tập có dạng Fσ thì chúng ta nhận được
kết quả sau:

Định lý 3.3.3. Giả sử K và L lần lượt là các tập không đa cực liên thông, dạng Fσ trong Cp và
Cq tương ứng, E � K và G � L là không đa cực. Cho F là một không gian đầy đủ địa phương và
W � F 1 là một không gian con xác định tính bị chặn trong F. Giả sử f : pE�LqYpK�Gq Ñ F

sao cho:

(i) Với mỗi z P E hàm fz P H
W,8
loc pL,F q, trong đó fz : LÑ F được xác định bởi

fzpwq � fpz, wq, w P L;

(ii) Với mỗi w P G hàm fw P HW,8
loc pK,F q, trong đó fw : K Ñ F được xác định bởi

fwpzq � fpz, wq, z P K.

Khi đó tồn tại các tập đa cực E1 � E và G1 � G sao cho f là chỉnh hình địa phương trên
rpEzE1q � Ls Y rK � pGzG1qs.

Định lý 3.3.4. Với giả thiết như trong Định lý 3.3.3, nhưng K và L là compact, lồi, không đa
cực thì tồn tại các tập đa cực E1 � E và G1 � G sao cho f được thác triển chỉnh hình đến một
lân cận của rpEzE1q � Ls Y rK � pGzG1qs.

Hệ quả 3.3.5. Giả thiết như trong Định lý 3.3.3, nhưng E và G là đa chính quy, hàm f là
chỉnh hình địa phương trên pE � Lq Y pK �Gq.

Chú ý rằng tính đa chính quy là mạnh hơn tính không đa cực. Ta nhận được kết quả:

Định lý 3.3.6. Giả sử K và L lần lượt là các miền trong Cp và Cq tương ứng, E � K và G � L

là đa chính quy, compact. Cho F là một không gian đầy đủ địa phương và W � F 1 là một không
gian con xác định tính bị chặn trong F. Giả sử f : pE � Lq Y pK �Gq Ñ F sao cho:

(i) Với mỗi z P E hàm fz P H
W,8pL,F q và tu � fzuuPW là bị chặn đều địa phương trên G

trong đó fz : LÑ F được cho bởi

fzpwq � fpz, wq, w P L;

(ii) Với mỗi w P G hàm fw P HW,8pK,F q và tu � fwuuPW là bị chặn đều địa phương trên E

trong đó fw : K Ñ F được cho bởi

fwpzq � fpz, wq, z P K.

Khi đó f có một thác triển chỉnh hình đến một lân cận của pE � Lq Y pK �Gq.
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Chương 4

MỘT SỐ ÁP DỤNG

Các kết quả mới của chương này được trích từ công trình [61].

4.1 Bài toán Wrobel

Năm 1982, trong [84] Wrobel đã đặt ra bài toán:

Cho D � C là một miền, F là một không gian Banach và f : D Ñ F là hàm bị chặn địa
phương. Hàm f có chỉnh hình hay không nếu tồn tại một không gian lồi địa phương Y và một
đơn ánh tuyến tính liên tục j : F Ñ Y sao cho j � f là chỉnh hình.

Grosse-Erdmann đã đưa ra câu trả lời trong trường hợp f là bị chặn trênMXK với mỗi tập
con compactK củaD, trong đóM � D xác định hội tụ đều địa phương trongHpDq [24, Theorem
5] và trường hợp f là bị chặn khuếch đại với D là một miền trong không gian lồi địa phương E
và F là một không gian đầy đủ địa phương [24, Theorem 6]. Ở đây, hàm f được gọi là bị chặn
khuếch đại nếu q � f : D Ñ R là bị chặn địa phương với mọi nửa chuẩn liên tục q trên F.

Sử dụng Định lý 1.4.6, 1.4.8 với W � ty1 � j : y1 P WY u, trong đó WY � Y 1
β xác định tôpô

của Y, ta có được một cách trực tiếp các kết quả sau cho bài toán Wrobel.

Định lý 4.1.1. Giả sử E,F là các không gian Fréchet và f : D Ñ F là hàm trên một miền
D � E. Giả sử tồn tại không gian lồi địa phương Y và đơn ánh tuyến tính liên tục j : F Ñ Y

sao cho j � f : D Ñ Y là chỉnh hình. Khi đó f là chỉnh hình nếu một trong các điều kiện sau
thỏa mãn:

(i) E,F là Schwartz, E có cơ sở Schauder tuyệt đối, E P pΩq, F P pLB8q và f bị chặn trên
các tập bị chặn trong D;

(ii) E,F là Schwartz, E có cơ sở Schauder tuyệt đối, E P pΩq, F P pLB8q và q � f : D Ñ R là
bị chặn trên các tập bị chặn trong D với mọi nửa chuẩn liên tục q trên F ;

(iii) E � Cnpn ¥ 1q và f là bị chặn trên các tập bị chặn trong D.
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4.2 Các định lý hội tụ kiểu Vitali

Trong phần này ta xét đến dãy các hàm chỉnh hình mà nó hội tụ trên một tập con D0 của
miền D. Yêu cầu đặt ra là tìm các điều kiện để có thể đảm bảo dãy hàm này hội tụ trên toàn
miền D. Các kết quả dạng như vậy gọi là hội tụ kiểu Tauber. Một ví dụ quan trọng cho các kết
quả kiểu này là Định lý Vitali. Trong trường hợp hàm vô hướng, chứng minh sớm nhất của định
lý này được đưa ra nhờ sự trợ giúp của Định lý Montel. Tuy nhiên, Định lý Montel không còn
đúng cho trường hợp hàm giá trị véctơ. Nhưng điều đặc biệt là Định lý Vitali vẫn còn đúng cho
trường hợp hàm giá trị Banach [8, Theorem 2.1]. Ở đó việc chấp nhận một điểm giới hạn trong
D của tập con D0 và tính chất bị chặn địa phương của dãy hàm được xem xét. Trong phần đầu
của mục này chúng tôi mở rộng kết quả Định lý Vitali được đề cập trong [8] cho trường hợp
E,F là các không gian Fréchet. Tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu các định lý kiểu Vitali trong
trường hợp các không gian Fréchet thỏa mãn các bất biến tôpô tuyến tính.

Trước hết ta cần một kết quả bổ trợ cho các chứng minh trong chương này.

Định nghĩa 4.2.1. Cho D là một miền trong không gian Fréchet E. Tập D0 � D được gọi là
tập hiếm trong D nếu phần trong của D0 bằng rỗng. Tập D0 � D được gọi là tập không hiếm
trong D nếu phần trong của D0 khác rỗng.

Bổ đề 4.2.2. Cho D là một miền trong không gian Fréchet E và f : D Ñ F là chỉnh hình,
trong đó F là không gian lồi địa phương Hausdorff. Giả sử D0 � tz P D : fpzq P Gu là tập
không hiếm trong D, với G là không gian con đóng của F. Khi đó fpzq P G với mọi z P D.

Trong [8] Arendt và Nikolski đã chứng minh kết quả sau:

Định lý 4.2.3 ([8]). Cho D � C là tập mở, liên thông. Giả sử tfiuiPN là dãy các hàm chỉnh
hình trên D nhận giá trị trong không gian Banach F và bị chặn địa phương (nghĩa là với mỗi
z P D tồn tại lân cận sao cho tfiuiPN là bị chặn trên lân cận đó). Khi đó các khẳng định sau là
tương đương:

(i) Dãy tfiuiPN hội tụ đều trên tất cả các tập con compact của D đến hàm chỉnh hình f : D Ñ

F ;

(ii) Tập hợp D0 � tz P D : lim
iÑ8

fipzq tồn tạiu có điểm giới hạn trong D.

Bằng cách sử dụng các Bổ đề 1.4.7 và 4.2.2, chúng tôi sẽ mở rộng định lý trên.

Định lý 4.2.4. Cho E,F là các không gian Fréchet và D � E là một miền. Giả sử tfiuiPN là
dãy các hàm chỉnh hình bị chặn địa phương trên D nhận giá trị trong F. Khi đó các điều kiện
sau là tương đương:

(i) Dãy tfiuiPN hội tụ đều trên các tập con compact của D đến hàm chỉnh hình f : D Ñ F ;

(ii) Tập D0 � tz P D : lim
iÑ8

fipzq tồn tạiu là không hiếm trong D.
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Định lý 4.2.5. Cho E,F là các không gian Fréchet-Schwartz và tfiuiPN là dãy các hàm chỉnh
hình từ một miền D � E vào F sao cho tfiuiPN bị chặn trên các tập bị chặn trong D. Giả sử E
có cơ sở Schauder tuyệt đối, E P pΩq, F P pLB8q. Khi đó các khẳng định sau là tương đương:

(i) Dãy tfiuiPN hội tụ đều trên tất cả các tập con compact của D đến một hàm chỉnh hình
f : D Ñ F ;

(ii) Tập D0 � tz P D : lim
iÑ8

fipzq tồn tạiu là không hiếm trong D.

Hệ quả 4.2.6. Giả sử E,F là các không gian Fréchet-Schwartz và tfiuiPN là dãy các hàm chỉnh
hình từ một miền D � E vào F sao cho tfiuiPN bị chặn trên các tập bị chặn trên D. Giả sử E
có cơ sở Schauder tuyệt đối, E P pΩq, F P pLB8q. Khi đó tồn tại một dãy con hội tụ đều đến
một hàm chỉnh hình trên tất cả các tập con compact của D nếu tập D0 � tz P D : tfipzq : i P

Nu là compact tương đối trong Fu là không hiếm trên D.

Tương tự, chúng tôi suy ra từ Định lý 1.4.8 kết quả.

Định lý 4.2.7. Cho tfiuiPN là một dãy của các hàm chỉnh hình từ miền D � Cnpn ¥ 1q vào
một không gian Fréchet F , sao cho tfiuiPN bị chặn trên các tập bị chặn trong D. Khi đó các
khẳng định sau là tương đương:

(i) Dãy tfiuiPN hội tụ đều trên tất cả các tập con compact của D đến một hàm chỉnh hình
f : D Ñ F ;

(ii) Tập D0 � tz P D : lim
iÑ8

fipzq tồn tạiu có điểm tụ trong D.

Từ Định lý 4.2.7, như trong Hệ quả 4.2.6 ta có

Hệ quả 4.2.8. Cho F là không gian Fréchet và tfiuiPN là một dãy các hàm chỉnh hình từ một
miền D � Cnpn ¥ 1q vào trong F sao cho tfiuiPN bị chặn trên các tập bị chặn trong D. Khi đó
tồn tại một dãy con hội tụ đều đến một hàm chỉnh hình trên tất cả các tập con compact của D
nếu tập D0 � tz P D : tfipzq : i P Nu là compact tương đối trong Du có điểm tụ trong D.
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KẾT LUẬN

Nội dung chủ yếu của luận án là nghiên cứu các hàm p�,W q-chỉnh hình và áp dụng. Luận
án đã đóng góp những kết quả sau đây:

• Đưa ra các đặc trưng mới pΩ8q và pΩBq cho bất biến tôpô tuyến tính pΩq. Các kết quả
này khắc phục một số khó khăn chưa vượt qua được trước đây khi khảo sát các hàm chỉnh
hình trên lớp không gian này. Chú ý rằng, các không gian có tính chất pΩq thuộc lớp rộng
nhất các không gian Fréchet theo phân loại bởi các bất biến tôpô tuyến tính. Đây là một
trong các công cụ quan trọng trong chứng minh các kết quả về sau của luận án về các
hàm chỉnh hình trên lớp không gian này.

• Khẳng định được rằng mọi hàm chỉnh hình trên một tập mở của không gian Fréchet E
nhận giá trị trong không gian Fréchet F đều bị chặn địa phương (Định lý 1.3.2).

• Đưa ra điều kiện để đảm bảo cho tính chỉnh hình của bất kỳ hàm σpF,W q-chỉnh hình, bị
chặn trên các tập bị chặn trong D (Định lý 1.4.6).

• Chứng minh được sự thác triển chỉnh hình các hàm p�,W q-chỉnh hình từ bao tuyến tính
của một tập bị chặn (Định lý 2.1.2, Định lý 2.1.3), từ tập compact không đa cực (Định lý
2.2.3, Định lý 2.2.4).

• Mở rộng Định lý Hartogs trên tích Descartes của tập con rL-chính quy compact trong
không gian Stein với một không gian Stein đến một lân cận nào đó của nó (Định lý 3.2.6).
Đồng thời mở rộng được Định lý Hartogs trên các tập chữ thập có kỳ dị đa cực, kỳ dị đa
chính quy, cũng như không có kỳ dị (các Định lý 3.3.1, 3.3.3, 3.3.4, 3.3.6).

• Áp dụng các kết quả phía trước để giải quyết bài toán Wrobel trong trường hợp tổng quát
hơn, cũng như các định lý kiểu Vitali đối với các dãy hàm chỉnh hình trên không gian
Fréchet (các Định lý 4.1.1, 4.2.4, 4.2.5, 4.2.7).

Các kết quả trên là mới và là những đóng góp thực sự vào hướng nghiên cứu về các hàm
p�,W q-chỉnh hình và áp dụng. Chúng có ý nghĩa khoa học, mang tính thời sự và được sự quan
tâm của nhiều tác giả trong lĩnh vực nghiên cứu của luận án.

Chúng tôi dự định trong tương lai sẽ nghiên cứu các vấn đề sau:

• Nghiên cứu các bài toán trên với các tập thử W khác.

• Khảo sát bài toán trong trường hợp các không gian Fréchet không có các bất biến tôpô
tuyến tính.

• Khảo sát bài toán trong không gian có trọng các hàm chỉnh hình.

• Tìm kiếm một số ứng dụng.
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[79] D. Vogt (1977), “Subspaces and quotient spaces of s”, in Functional Analysis: Surveys
and Recent Results III (ed. K. D. Bierstedt, B. Fuchssteiner), North-Holland. Math.

Stud., 27, 167-187.

[80] D. Vogt (1982), “Eine Charakterisierung der Potenzeihenräume von endlichem Typ
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